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双曲型偏微分方程式には，初期値の特異性が時間の経過と共に方程式固有の法則で伝わっ
ていくという現象がある．このことを『特異性の伝播』と呼ぶ．本講演では，次の半線形波動
方程式系の解の特異性伝播を考える．

¤u = h1(u, v)Q0(u, u) + h2(u, v)Q0(u, v) + h3(u, v)Q0(v, v) + h4(u, v)Q1(u, v),
¤v = h5(u, v)Q0(u, u) + h6(u, v)Q0(u, v) + h7(u, v)Q0(v, v) + h8(u, v)Q1(u, v),
u(0, x) = u0(x), ∂tu(0, x) = u1(x), v(0, x) = v0(x), ∂tv(0, x) = v1(x).

(0.1)

但し，¤ = ∂2
t − ∂2

x，u = u(t, x), v = v(t, x)は R2 → R, u0(x), u1(x), v0(x), v1(x)は R → R,
hj(u, v)(j = 1, 2, . . . , 8)は uと vの多項式で実数係数，Q0(f, g) = (∂tf)(∂tg) − (∂xf)(∂xg),
Q1(f, g) = (∂tf)(∂xg) − (∂xf)(∂tg) とする．また，3/2 < s ≤ 2 とし，u0, v0 ∈ Hs(R)，
u1, v1 ∈ Hs−1(R)と仮定する．

L.Hormander[3] は，n 次元線型波動方程式 ¤u = 0 (ただし，(t, x) ∈ R × Rn−1) の
解 u の波面集合 WF(u) は ¤ の零陪特性曲線 (null bicharacteristic) に沿って伝播するこ
とを示した。零陪特性曲線とは，p(t, x, τ, ξ) を微分作用素 P (t, x,Dt, Dx) の特性多項式の
主部としたとき，p(t0, x0, τ0, ξ0) = 0 を満たす点 (t0, x0, τ0, ξ0) ∈ Rn × (Rn/{0}) に対し
て， dt

ds = ∂p
∂τ (t, x, τ, ξ), dx

ds = ∂p
∂ξ (t, x, τ, ξ), dτ

ds = −∂p
∂t (t, x, τ, ξ), dξ

ds = − ∂p
∂x(t, x, τ, ξ) かつ

t(0) = t0, x(0) = x0, τ(0) = τ0, ξ(0) = ξ0 で定義される曲線である．このことを非線形方
程式で考えた場合，一般にはこのような結果を得ることはできず，解 uは線形の場合に得ら
れる箇所以外にも新たな特異性を持つことが知られている．しかし，解 uに仮定する特異性
の条件を弱めると線形の場合と似た現象を見ることができ，それに関する様々な結果が示さ
れている．例えば，¤u = F (u,Du), (ただし，(t, x) ∈ R × Rn−1)において，その解 uに超
局所ソボレフ空間の正則性 u ∈ Hs ∩ Hr

ml(t0, x0, τ0, ξ0) を仮定する．このとき，sと rが適切
な範囲内の値であれば，線形の場合と同様に，Hr

mlの特異性が点 (t0, x0, τ0, ξ0)を通る零陪特
性曲線に沿って伝播する．これを成立させる sと rの範囲は，J.M.Bony，M.Beals，M.Reed
らによってたびたび改良されてきており，現在得られている最良の範囲は，L.Liu [7]による
n/2 + 1 < s < r < 3s − n − 1である．
本研究では，非線形項に零条件 (null condition)を課すことにより，s, rについての条件を

改良した．Q0, Q1 は一般に “零形式 (null form)”と呼ばれ，零形式によって表される非線形
項を “零条件を満たす”などという．零条件は 1986年にKlainermanによって，ある種の非線
形波動方程式が時間大域解を持つための十分条件として与えられた．現在も，この零条件を
改良し，その条件のもとで，時間大域解，時間局所解の存在を示す試みが多くの数学者によっ
て研究されており，様々な結果が得られている．

定義 1 (零条件) F (u, v)は原点の近傍で滑らかな実数値関数とする．ここで，変数 u, v は
I = 1, 2, . . . , p, i = 1, . . . , nに対し，u = (uI)，v = (vI

i )とし，(u, v) ∈ Rp × Rnpである．こ
のとき，F (u, v)が零条件 (null condition)を満たすとは，任意の (u, v)とX2

1 −
∑n

i=2 X2
i = 0

を満たす任意のX = (X1, · · · , Xn)と任意の I, J に対して，
∑n

i,j=1

∂2F

∂vI
i ∂vJ

j

XiXj = 0 が成

り立つことである．
∗本研究は東京理科大学理学部数学科の加藤圭一先生との共同研究に基づくものである．

1



定義 2 (超局所ソボレフ空間) u ∈ D′(Rn)(Rn 上の distribution 全体) が (x0, ξ0) ∈ Rn ×
(Rn/{0})で超局所的にHr級であるとは，ξ0の錐近傍Kと φ(x0) = 1を満たす φ ∈ C∞

0 (Rn)
が存在して，

〈ξ〉rχK(ξ)|φ̂u(ξ)| ∈ L2(Rn)

をみたすことである．これを u ∈ Hr
ml(x0, ξ0)と書く．ただし，〈ξ〉 =

√
1 + |ξ|2, χK(ξ)はK

の特性関数である．

関数空間Xsを

Xs =

 f(t, x) ∈ S ′
a(t)f(t, x) ∈ Hs(R2) for ∀a(t) ∈ C∞

0 (R),
f |t=0 ∈ Hs(R), ∂tf |t=0 ∈ Hs−1(R),
‖〈Dx〉s−1¤f‖L2

t,x
< ∞

 (0.2)

と定義する. この関数空間を用いて，(0.1)の時間局所解の存在が示される．

命題 3 (時間局所解の存在) 3/2 < s ≤ 2とする．任意の u0, v0 ∈ Hs(R)，u1, v1 ∈ Hs−1(R)
に対してある正定数 T があって，(u, v) ∈ {Xs∩L∞([−T, T ];Hs

x)}×{Xs∩L∞([−T, T ];Hs
x)}

を満たす初期値問題 (0.1)の時間局所解が一意に存在する．

以上の準備の下で，{Xs ∩ L∞([−T, T ];Hs
x)} × {Xs ∩ L∞([−T, T ];Hs

x)} で構成された解の
Hr

ml正則性の伝播に関する次の主結果を得る．

定理 4 (特異性の伝播) (u, v) ∈ {Xs ∩ L∞([−T, T ];Hs
x)} × {Xs ∩ L∞([−T, T ];Hs

x)}(ただ
し，3/2 < s 5 2) は上記命題で構成された時間局所解とし，¤ の零陪特性曲線 Γ 上の点
(0, x0, τ0, ξ0)で (u, v) ∈ Hr

ml(0, x0, τ0, ξ0) × Hr
ml(0, x0, τ0, ξ0)とする．このとき，r < 2s − 1

であるならば，|t| < T なる tに対して (u, v) ∈ Hr
ml(Γ) × Hr

ml(Γ)が成立する．
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