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1 序
本講演では、以下の放物型-楕円型方程式系の解について述べる。

ut = ∆u −∇ · (u∇v) in R2 × (0,∞),

0 = ∆v + u in R2 × (0,∞),

u(·, 0) = u0 ≥ 0 in R2.

(1.1)

この系は、いわゆる Keller-Segel系を単純化した方程式系として導出され
た。Keller-Segel 系は餌がなくなった状態の細胞性粘菌が集合体を形成す
るために集まってくる現象を記述するモデル方程式として Kellerと Segel

[7] によって導出された。 ここで、u(x, t) は細胞性粘菌の密度に対応し、
v(x, t) はある化学物質の濃度に対応しており、その化学物質は細胞性粘
菌の（集まる）動きを誘発する。

“集まる”という現象は細胞性粘菌の密度が空間局所的に大きくなるこ
とを意味する。(1.1) の爆発解はこれに対応する挙動を示す。つまり、爆
発解は爆発点にある一定量の u の L1 ノルムが集中し、結果的に爆発時
刻で爆発点にデルタ関数が現れる。

2 知られている結果
最初に以下の方程式系の解について知られている結果を述べる。

ut = ∆u −∇ · (u∇v) in Ω × (0, T ),

0 = ∆v − v + u in Ω × (0, T ),
∂v

∂ν
=

∂v

∂ν
= 0 on ∂Ω × (0, T ),

u(·, 0) = u0 in Ω.

(2.2)

ここで、Ω は R2 の有界領域で、u0 は非負でなめらかな関数とする。
ν = ν(x) (x ∈ ∂Ω) は境界上の外向き単位法線ベクトルを表す。
このとき、以下が成り立つ。

λ ≡
∫

Ω

u(x, t)dx =

∫
Ω

u(x, 0)dx for t ∈ (0, Tmax). (2.3)
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ここで、Tmax は古典解の最大存在時刻を表す。
λ ∈ (0, 4π)、又は解（や領域）が原点対称で λ ∈ (0, 8π) のとき、解

(u, v) は時間大域的に存在し、有界であることが分かる。この結果は原
点対称の場合に永井 [8] によって得られた。[9] では Keller-Segel 系の解
に対して対称性を仮定しない場合の結果が得られており、同様の手法で
(2.2) の解について同様の結果が得られる。また、Ω = R2 の場合も初期
関数を

(1 + |x|2)u(x, 0) ∈ L1(R2) ∩ L∞(R2), (2.4)

であるクラスを考えたとき、[5, 4] によって λ < 8π ならば (1.1) の解が
時間大域的に存在し有界である事が示されている。
ここで、(2.4) が成り立つとき

λ =

∫
R2

u(x, t)dx =

∫
R2

u0(x)dx for t ∈ (0, Tmax) (2.5)

が成り立つことが分かる。
解の爆発に関しては∫

Ω

u0(x)dx > 8π and

∫
Ω

|x − q|2u0(x)dx ¿ 1 for some q ∈ Ω,

または∫
Ω

u0(x)dx > 4π and

∫
Ω

|x − q|2u0(x)dx ¿ 1 for some q ∈ ∂Ω

であるとき、(2.2) の解が有限時刻爆発をする事が知られている。
ここで、解 (u, v)が爆発するとは,ある T ∈ (0,∞]に対して limn→∞ tn =

T、limn→∞ supx∈Ω |u(x, tn)| = ∞ を満たす列 {tn}n≥1 ⊂ (0, T ) がある事
を言う。さらに、T ∈ (0,∞) のとき有限時刻爆発と言い、T = ∞ のとき
無限時刻爆発と言う。
また、もし (2.2) の解が Tmax で有限時刻爆発するならば以下が成り立
つ [10]。

u(·, t) →
∑
q∈B

m(q)δq + f in M(Ω) as t → Tmax. (2.6)

ここで、B は爆発点の集合、

m(q) ≥

{
8π if q ∈ Ω,

4π if q ∈ ∂Ω,
(2.7)
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δq は点 q にサポートを持つデルタ関数、f は非負 L1 関数、M(Ω) は Ω

上のラドン測度全体である。また、[11] において (2.7) の “≥” が “=”で
あることが示された。

(2.6), (2.7) より、爆発点の個数は λ/4π 以下であることが分かる。そ
して、原点対称の場合は爆発点は原点にしか現れない事がわかり、その
事から λ < 8π のとき爆発しないことがわかる。
以上の結果は初期値が空間無限遠方（|x| → ∞）で十分速く 0 になる
ような解のクラスを考えれば領域が R2 の場合も同様の結果が得られる
と考えられし、実際前述した事も含めていくつかの結果が出ている。

λ が閾値の場合については (1.1) の解について以下の事が知られてい
る。領域が R2 なのでこの場合の閾値は 8π である。

P. Biler, G. Karch and P. Laurençot and T. Nadzieja [1, 2] は、λ =

8π を満たす (1.1) の原点対称な時間大域的解の存在を示した。また、A.

Blanchet, J. Carrillo and N. Masmoudi [3] は、任意の limn→∞ tn = ∞ を
満たす列に対して

lim
n→∞

sup
x∈R2

u(x, tn) = ∞

を満たす (1.1) の無限時刻爆発解の存在を示した。

3 主結果
我々が得られた結果を説明するために以下の関数を導入する。θ ∈ (0, 1),

K > 0 に対して、E(t) = E(t; K) とR(t) = R(t; K, θ)　を以下の関数と
する。

E(t) = E(t; K) =

√
K

log(t + 1)

√
1 − 4 log(log(t + 1))

log(t + 1)
, (3.8)

R(t; K, θ) =
1

2
(t + 1)(1−θ)/2E(t; K)θ.

また、集合 O ⊂ [0,∞) に対して、関数 χO(y) を以下のように定義する

χO(y) =

{
1 if y ∈ O,

0 if y /∈ O.

このとき、以下が成り立つ。
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Theorem 1 ある定数 C > 0、K > 0, T > 0、θ ∈ (0, 1) に対して以下
の (i), (ii), (iii), (iv) が成り立つような原点対称で時間大域的な (1.1) の
(u, v) がある。

(i) x · ∇u(x, t) ≤ 0 in R2 × (0,∞) and u > 0 in R2 × (0,∞).

(ii)

∫
R2

u(x, t)dx = 8π for t ∈ [0,∞).

(iii) u(x, t) ≤ C

(t + T + 1)|x|2
exp

(
− |x|2

8(t + T + 1)

)
for x ∈ R2 with |x| ≥

√
t + T + 1 and t ≥ 0.

(iv)

∣∣∣∣∣∣u(x, t) − 8

E(t + T ; K)2

{
1 +

(
|x|

E(t + T ; K)

)2
}−2

∣∣∣∣∣∣
≤ C

(t + T + 1)−1

{
1 +

(
|x|

E(t + T ; K)

)2
}−1

+C

(
χ[0,R(t+T ;K,θ))(|x|) +

χ[R(t+T ;K,θ),∞)(|x|)

E(t + T ; K)

)
·
( 1

E(t + T ; K)

{
1 +

(
|x|

E(t + T ; K)

)2
}−2

+
E(t + T ; K)3

|x|4

∣∣∣∣∣log

(
1 +

(
|x|

E(t + T ; K)

)2
)∣∣∣∣∣ χ[E(t+T ;K),∞)(|x|)

)
for x ∈ R2 with |x| ≤

√
t + T + 1 and t ≥ 0.

Theorem 1 から以下の事が分かる。

Theorem 2 Theorem 1 で述べた解 (u, v) は

lim
t→∞

‖u(·, t)‖∞
(log t)2

= lim
t→∞

u(0, t)

(log t)2
=

8

K
,

lim
t→∞

sup
|x|≥

√
K/(log t)

u(x, t) = 0, lim
t→∞

∫
|x|≥K/(log t)2

u(x, t)dx = 0,

u(·, t) → 8πδ0 in M(R2) as t → ∞

を満たす。ただし、K は Theorem 1 の定数である。
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