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3次元非線型 Schrödinger方程式
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u = 0 in R× R3. (NLS)

の逆散乱問題について考察する. 但し,ここで r = |x|, Q0, Q1 ∈ R, µ0, µ1 > 0とし,

∗は空間変数に関する合成積を表す.

方程式 (NLS)は [3]等で想定された非相対論的Debye遮蔽モデルハミルトニアン
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に由来する. ここで xj ∈ R3 は j番目の粒子の位置, rj = |xj|, rjk = |xj − xk|, Zは
原子価であり, µj はプラズマの状態を表すパラメータで, 逆数 1/µj はDebye半径
（もしくはDebye遮蔽指数）と呼ばれる.

ここで言う逆散乱問題とは, 摂動項付き方程式に関する散乱データを用いて, 未
知なる摂動項を同定する逆問題の一種である. 非線型シュレディンガー方程式の逆
散乱問題の既知なる結果については, [7, 9, 8, 5] などを参照されたい.

本研究の目的は (NLS) の散乱データを基にパラメータQj, µj, j = 0, 1, を決定
することである.

先ず順問題,即ち散乱作用素の存在に関する定理を挙げる.

定理 1. Q0, µ0は
|Q0| < µ0 (1)

を満たすものとする. このとき十分小さい φ− ∈ L2 に関して, (NLS)の一意な
解 u ∈ C(R; L2) ∩ L3(R; L18/7) とデータ φ+ ∈ L2が存在し,

lim
t→±∞

‖u(t)− eit∆φ±‖2 = 0

を満たす.さらに散乱作用素 S : φ− 7→ φ+ が定義される.

以下,散乱データ (φ−, S(φ−)) を用いてQj, µjを決定しよう. 但し予め (1) を仮
定しておく. 指数Q0, µ0は [2] と全く同様にして決定され, 従って自己共役作用素
H = −∆−Q0e

−µ0r/rに関する波動作用素

Ω± := s− lim
t→±∞

e−it∆e−itHPac(H)



が決定される. Pac(H)はHの絶対連続部分への射影作用素であり, (1)の下では恒
等射に等しい. 残る指数Q1, µ1に関しては既存の手法では決定出来ない為, 新たな
アプローチを試みる必要がある. 今回,以下の公式を得た:

定理 2. ([6]) (1)を仮定する. 関数 φ : R3 → Cは, φ 6= 0且つ (∆2 + 1)−1φ ∈
C∞

c (R3 \ {0}) を満たすものとする. このときQ1, µ1が次の手順で決定される：
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を得る. 但し, Ω∗
−はΩ−の共役作用素であり, φλ(x) := φ(λ−1x)とする.
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を定義する.このとき,
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を得る.

証明の概略 先ず (Step 1)を証明する. 順問題の結果より
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を得る. 但し,ここで

H(λ, y)ψ(x) := −∆xψ(x) + λ2V0(λx− y)ψ(x),

τzψ(x) := ψ(x− z).

よってΦλ(y) →
∫ ∫

|eit∆φ|4dxdt を示せばよい. この為には以下の命題を示せば

充分である:

命題 任意の t ∈ R について次が成立する:

(I) 任意の y ∈ R3 に対して, limλ→∞ e−itH(λ,y)φ = eit∆φ が成り立つ.

(II) 或る定数Cが存在して, ‖eitH(λ)φ‖6 ≤ C(1 + |t|)−1 が成り立つ.

(I) については強レゾルベント収束の議論を応用すれば得られる. この際,

(i ± ∆)−1φの台と原点との距離が正数となることが重要である. (II)の証明に
ついては [4]による線型シュレディンガー方程式の解の減衰評価等が有用である.

(Step 2)はΨが狭義単調増加, 連続かつ全射であるので結論を得る.

注 上記主定理の手法は相対論的方程式

i∂tw −
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)
w in R× R3. (SRH)

にも適用できる. 即ち,未知パラメータ Q2 ∈ R, µ2 > 0 を決定する公式を得る.

（散乱作用素の存在定理については [1]を参照されたい.）
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