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本講演では次の問題を考える:

問題 1. 平面内の閉曲線 Γ0と Γ1,正定数 T > 0を与える.このとき,次の汎函数

E(γ) :=
∫ T

0

∮

γ(t)
{κ(t)2 +ν(t)2}dsdt(AF)

を S= {{γ(t)}T
t=0 | γ(0) = Γ0, γ(T) = Γ1}上で最小化せよ. ただし, sは γ の弧長パラメー

タ, κ(t)と ν(t)は,それぞれ, γ の曲率と法方向への変形速度を表す.

この問題の背景には, 近年研究が行われている Stochastic Allen-Cahn方程式に対する
Action minimization（例えば, [2], [3], [6] など）がある.この問題について,例えば次のよ
うな空間一次元における Allen-Cahn方程式に対する初期値境界値問題の場合に紹介する:

{
ut = εuxx− ε−1W′(u), x∈ [0,1],

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, u(x,0) = u0(x).
(A-C)

ただし, W(u) = (1−u2)2/4とする. よく知られているように Allen-Cahn方程式はエネル
ギー汎函数

E(u) =
1
2

∫ 1

0

{
εux

2 +
2
ε

W(u)
}

dx

に対する steepest descent flowであり, E(u) の minimizerである u±(x) := ±1はこの flow
のもと安定である. 従って, 当然のことながら, 一方の minimizerを初期値ととったとき
に (A-C) の解が他方のminimizerへと収束することは起こりえない. 一方で,次のような
Stochastic Allen-Cahn方程式に対する同様の問題

{
ut = εuxx− ε−1W′(u)+

√
δη , x∈ [0,1],

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, u(x,0) = u+(x)
(S-AC)
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を考えるとその状況は異なる.ただし, δ は正のパラメータ, η はwhite noiseを表す. (S-AC)
においては, u+ から u− へ [0,T]の間に遷移する確率 PT が存在し,

lim
δ→0

δ logPT =−min
u∈A

ST(u)

が成り立つことが大偏差原理によって知られている ([1]). ただし, A = {u(·,0)= u+, u(·, t)=
u− for some t ≤ T}であり, Actionと呼ばれる汎函数 ST(u)は次で与えられる:

ST(u) =
1
2

∫ T

0

∫ 1

0

{
ut − εuxx+ ε−1W′(u)

}2
dxdt.

よって, ST のminimizerは most likely switching passwayということになる.空間二次元以
上に対するこの問題において特異極限 ε → 0をとるとき, ST の Γ極限として得られる汎
函数の中に

c0

4

∫ T

0

∫

∂S(t)
(vn +κ)2dσdt

が現れる ([2]). ただし, S(t)は界面を, vnと κ は,それぞれ,界面の法方向への変形速度と
曲率を表す.問題 1はこのような問題を一つの動機としている.

まず,問題 1を動径対称な場合,つまり初期曲線と終期曲線および γ(t)が全て円である
場合について考察する. この場合,適当な scalingをとることにより,問題 1は次のように
表される:

問題 2. 正定数 r0, r1, T を与える.このとき,次の汎函数

E (γ) :=
∫

I

{
1

R(t)2 +R′(t)2
}

R(t)χ{R>0}dt(R-AF)

を S= {{R(t)}T
t=0 |R(0) = r0, R(1) = r1}上で最小化せよ.ただし, I = (0,1)であり, χ は特

性函数を表す.

汎函数 (R-AF)は特性函数を含むため,直接的方法を用いてminimizerの存在を証明する
ことや Euler-Lagrange方程式を導出することは困難である.しかし,

Dα := {(x,y) ∈ R2 | x2 +y2 > α}∩{(x,y) ∈ R2 | 0 < x≤ y}

とするとき, (r0, r1) ∈Dα , α ≥ 2であれば,問題 2の minimizerに対して次が従う:

補題 1. α ≥ 2, (r0, r1) ∈ Dα とする. このような r0, r1に対する問題 2のminimizer r(t) ∈
H1(I)が存在するならば, r0, r1, α のみに依存する正定数 K が存在し

r(t)≥ K (∀ t ∈ I)

が成り立つ.
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補題 1により従う正値性から,この場合には問題２に対し直接的方法を適用することが
でき, minimizerの存在が証明される. さらに,一般的な正則性の議論により, minimizerは
C2(I)に属することが従い,この場合の Euler-Lagrange方程式

2r(t)r ′′(t)+ r ′(t)2 + r(t)−2 = 0

を解くことにより, (r0, r1) ∈D2に対して問題 2のminimizerを分類することができる.こ
の中で特に,平均曲率流 r ′ = 1/r に従う minimizerを以下 H(t)と表す.

次に非動径対称な場合について考察する. ここでは特に, H(t)の近傍における非動径対
称な臨界点の存在について考える.そのために, γ を

γ(θ , t) := r(θ , t)ω(θ)

と表示する. ただし, ω(θ) = (cosθ ,sinθ), θ ∈ R/2πZ= S1, t ∈ [0,T]である. ここで, H(t)
の正値性から r > 0と仮定し,適当な scalingをとることにより,エネルギー汎函数 (AF)は

E(γ(θ , t)) =
∫

I

∫

S1

{
rt(θ , t)2 +κ(θ , t)2} |γθ | dθdt(N-AF)

と書くことができる.ただし,

κ(θ , t) =
2rθ (θ , t)2 + r(θ , t)2− r(θ , t)rθθ (θ , t)

|γθ |3
, |γθ |= {r2 +(rθ )2}(1/2)

である.汎函数 (N-AF)に対する Euler-Lagrange方程式は

−2(rt |γθ |)t + rt
2r |γθ |−1−

(
rt

2rθ |γθ |−1
)

θ
−

{
κ(−2rθ

2 +3r2 +5rrθθ )rθ |γθ |−4
}

θ

−2
{

κr |γθ |−2
}

θθ
−κ(6rrθ

2 + r3 +2rθ
2rθθ −3r2rθθ ) |γθ |−4 = 0

と導出される.以下,この左辺を F(r)と表す.よって求める非動径対称な臨界点は

F (ĥ(θ , t); r0) := F(H(t; r0)+ ĥ(θ , t))

とおけば,次の初期値終期値問題の解として得られることになる:

{
F (ĥ(θ , t); r0) = 0 in S1

I ,

ĥ(θ ,0) = u0(θ), ĥ(θ ,1) = u1(θ).
(IFP)

ただし, S1
I = S1× I である. 主結果を述べるために記号を幾つか準備する. まず,初期終期

データ u0, u1 は u0, u1 ∈C4+α(S1)∩H5(S1) とする. ここで, C4+α と H5 は通常の Hölder
空間と Sobolev空間を表す.パラメータ β と ρ を

β := max
{
|u0|4+α

S1 , |u1|4+α
S1

}
, ρ := max

{∥∥∂ 4
θ u0

∥∥
H1(S1) ,

∥∥∂ 4
θ u1

∥∥
H1(S1)

}
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と定義する. C(m+α)(S1
I ) を ∂ p

t ∂ q
θ (2p+ q≤ m) なる形の導関数とともに S1

I = S1× I 上 α-
Höllder連続であるような函数のなす Banach空間とする. ただし, m∈ N, 0 < α < 1であ
る. その normを |·|(m+α)

S1
I

と表す.（この normの詳細な定義は [4] を参照されたい.）また,

(W2m,m
2 (S1

I ),‖·‖W2m,m
2 (S1

I )
)を ∂ p

t ∂ q
θ (2p+q≤ 2m)なる形の導関数とともに L2(S1

I )に属す函

数全体の集合として定義する. とくに, W1,0
2 (S1

I )を導関数 ∂θ とともに L2(S1
I )に属す函数

から成る Banach空間とする. C(4+α)(S1
I )とW1,0

2 (S1
I )を用いて,空間M を

‖u‖M := |ϕ|(4+α)

S1
I

+
∥∥∂ 4

θ ϕ
∥∥

W1,0
2 (S1

I )
+

∥∥∂ 2
t ϕ

∥∥
W1,0

2 (S1
I )

< +∞

なる函数全体の集合として定義する.そしてM から

Nε,δ = {g∈M
∣∣∣ |g|(4+α)

S1
I

≤ ε, max{
∥∥∂ 2

t g
∥∥

W1,0
2 (S1

I )
,
∥∥∂ 4

θ g
∥∥

W1,0
2 (S1

I )
} ≤ δ ,

g(·,0) = u0(·), g(·,1) = u1(·)}

を定義する.このとき,本講演の主結果は次のように述べることができる:

定理 1. ([5]) 十分小さな正数の組 (ε,δ )をとる. (ε,δ )に応じて (β ,ρ)を十分小さく選ぶ
ならば,初期値終期値問題 (IFP)は一意解 ĥ∈Nε,δ をもつ.

定理の証明は, F の H に関する線形化作用素に対する初期値終期値問題




1
H3∂ 4

θ φ +
2

H3∂ 2
θ φ −H∂ 2

t φ − 1
H

∂tφ +
2

H3φ = f (θ , t) in S1
I ,

φ(θ ,0)≡ 0, φ(θ ,1)≡ 0,
(LIFP)

の解の存在およびその解の regularityに関する結果を利用して,縮小写像の原理を用いて
与えられる.講演では,線形化問題 (LIFP)の可解性およびその解の正則性に重点をおいて
述べる予定である.
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[4] O. A. Ladyženskaja, V. A. Solonikov, and N. N. Ural’ceva,Linear and Quasi-linear Equa-
tions of Parabolic Type, Amarican Mathematical Society.

[5] S. Okabe,The variational problem for a certain action functional defined on planar closed

curves, in preparation (2008).

[6] E. Weinan, W. Ren, and E. Vanden-Eijnden,Minimum action method for the study of rare

events, Comm. Pure Appl. Math.,57 (2004), no. 5, 637–656.

5


