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1 熱方程式に対する境界値逆問題と囲い込み法

Ω ⊂ R3 は有界領域、D ⊂ Ωは開集合でD ⊂ Ω, Ω \ D は連結であるとする。さらに、あ
る 0 < α0 ≤ 1に対して ∂Ω, ∂DはC2,α0級（C2級かつ任意の 2階偏導関数はα0次Hörder連
続）であるとする。T > 0および ρ ∈ C0,α0(∂D)に対して





(∂t −△)u(t, x) = 0 in (0, T ) × (Ω \ D),
(∂ν + ρ(x))u(t, x) = 0 on (0, T ) × ∂D,
u(0, x) = 0 on Ω \ D

(1.1)

をみたす関数 u(t, x)を考える。ただし ν(x) = t(ν1(x), ν2(x), ν3(x))はそれぞれ ∂Ω, ∂Dに対
する単位外向き法線ベクトルで、∂ν = ∂νx =

∑3
j=1 νj(x)∂xj

である。次の境界値逆問題を考
える。

「時間間隔 (0, T )の間、境界 ∂Ωにおける温度 uと熱流 ∂νuを一回だけ観測する。D と ρ
の両方が未知であるとするとき、この観測データ

{ (u(t, x), ∂νu(t, x)) | 0 < t < T, x ∈ ∂Ω} (1.2)

を用いてDがある場所、およびその形状を求めることができるか。」

境界値逆問題は昭和５５年にCalderónによって導体表面における電圧と電流分布から導
体内部（電気伝導率や空洞などについて）の様子を知るという問題を数学の問題として捉え
ることが提唱されたことを端に発し、その後盛んに研究され、多くのことが明らかにされて
きた ([8], [9, 10], [11] 参照)。

境界値逆問題における大きな考察対象は主に次の３つに分けられる。

1) 一意性 2) 安定性 3) 再構成

1)は逆問題における未知量が観測データから一意に定まるかどうかを調べるもので、2)は
1) の下で定まる写像が安定かどうかを調べるものである。これらについては与えられた微
分方程式をCauchy問題とみたときの解の一意性、またそれを示すための基本的な評価式で
あるCarleman型評価式と密接な関係があり、多くの研究がある。3)の再構成の目標は逆問
題における未知量を観測データから求める手順を与えることであり、いろいろな方法が提唱
されているが、その中に囲い込み法 (enclosure method)と呼ばれるものがある。
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囲い込み法は本要旨第一著者による [4]で提案され、主に楕円型方程式で法則が記述され
る境界値逆問題に対して考察されてきた。当初の手順では無限回の観測が必要であったが、
その後、[3]で一回のみ観測を行うことにより得たデータから内部情報の一部を取り出せる
方法が提示された。その後一回の観測のみから何が分かるかについて主に楕円型方程式のと
きに考察されてきた（[5]およびその参考文献参照）。

この要旨では 3次元空間における熱方程式に対する境界値逆問題について考察する。この
場合の一意性、安定性ついては既に多くの仕事がある (例えば [1], [2], [12] 及びそれらの参考
文献参照)。そこで、囲い込み法によりDについてどのような情報が引き出せるかについて
考察する。

2 指示関数と空洞D

観測データから内部の情報を得るためにはそれらの間をつなぐものが必要になる。囲い込
み法では指示関数 (indicator function)と呼ばれるものがその役割を果たす。p /∈ Ωを任意に
一つ選び、

vτ (t, x; p) = e−τ2 tEτ (x, p) (τ > 0), 但し Eτ (x, y) =
e−τ |x−p|

2π|x − p|
(2.1)

と定める。vτ (t, x; p)は (1.1)の形式的な随伴方程式の解であるが、これを用いて指示関数
I(τ, p)を次で定める。

I(τ, p) =

∫ T

0

∫

∂Ω

(
∂vτ

∂ν
u − ∂u

∂ν
vτ

)
dSxdt. (2.2)

この指示関数 I(τ, p)の τ → ∞の挙動を調べることにより、∂Dに関する情報を引き出すこ
とが目標である。

結論を荒く言えば、Dが狭い意味で凸（すなわち境界の各点におけるGauss曲率が 0で
はない）という仮定に加え、点 pと ∂Ω, ∂Dの位置関係に関する仮定、および観測データ
∂νu(t, x)に対する仮定のもとで

lim
τ−→∞

1

τ
log |I(τ, p)| = −lmin (2.3)

となることを示すことができる。但し、lminは次で定まる量である。

lmin = inf
(x,y)∈∂D×∂Ω

lp(x, y) 但し lp(x, y) = |p − x| + |x − y|.

(2.3)の解釈は 1次元の場合と比較すると分かりやすい。1次元の対応物は [7]により考察さ
れ、これが 3次元の場合を考察するための基礎となった (この解釈についての詳しい情報は [6]
参照）。一次元の場合、すなわち (1.1)においてΩ = (0, L) ⊂ R, D = (a, b) (0 < a < b < L)と
すると、Ω\D = (0, a)∪(b, L)となる。これは連結でないので、一つの連結成分、例えば (0, a)
のみを考えればよい。このとき x = 0が既知の境界、x = aが未知の境界、(u(t, 0), ∂xu(t, 0))
(0 < t < T )が観測データである。(2.1)における Eτ (·, p)は (△− τ 2)Eτ = −2δ(· − p) であ
る。この意味で一次元の場合に対応するものは Ẽτ (x, p) = τ−1e−τ |x−p| (但し p < 0)である。
この Ẽτ (x, p)に対して (2.2)と同様に指示関数 I(1)(p, τ) を導入すれば次が成り立つ。

Theorem 2.1 (Ikehata[7]) p < 0とする。定数 β0 ∈ Rが存在して

lim inf
τ−→∞

τβ0

∣∣∣
∫ T

0

ux(0, t)e
−τ2tdt

∣∣∣ > 0 (2.4)

が成り立つとすると lim
τ→∞

τ−1 log |I(1)(τ, p)| = −(|p| + 2a)となる。
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定理 2.1において現れた量 |p|+ 2aは点 x = 0 (∂Ωに対応) から出発し x = a (∂Dに対応)
で跳ね返り点 pに戻る折れ線の長さである。(2.3) における lminはこの状況が反映されてい
るものと考えられる。しかし、3次元の場合は lminを与える点 (x0, y0) ∈ ∂D × ∂Ωの位置に
ついては複雑になる。

lp(x0, y0) = lminとなる点 (x0, y0) ∈ ∂D× ∂Ωの全体をM(p)で表す。また次の集合を導入
する。

M1(p) = { (x, y) ∈ M(p) |x ∈ G+(p), νx · (y − x) > 0 },
M±

2 (p) = { (x, y) ∈ M(p) |x ∈ G±(p),±νx · (y − x) < 0 },
Mg(p) = { (x, y) ∈ M(p) |x ∈ G(p) }.

但し、G(p), G±(p)は次で定義される集合である。

G(p) = {x ∈ ∂D | νx · (p − x) = 0 }, G±(p) = {x ∈ ∂D | ± νx · (p − x) > 0 }.

Proposition 2.2 次が成り立つ。

1) M(p) = M1(p) ∪M+
2 (p) ∪M−

2 (p) ∪Mg(p)が成り立つ。

2) (x0, y0) ∈ M+
2 (p) ∪M−

2 (p) ∪Mg(p)ならば x0は線分 py0上にある。

3) Dが狭い意味で凸のとき、任意の (x0, y0) ∈ M±
2 (p)に対して x∗

0 ∈ G∓(p)で (x∗
0, y0) ∈

M∓
2 (p)となるものがただ一つだけ存在する（複合同順）。

(x0, y0) ∈ M(p)で 1次元の場合に対応するのは (x0, y0) ∈ M1(p) でありさらに y0が線分 px0

上にある場合のみである。一般にはそれ以外のM1(p)の元や (x0, y0) ∈ M(p) \M1(p)とな
るものが存在する。これらの存在が状況を複雑にしている。

p p

一次元に対応する場合 (x0, y0) ∈ M1(p)だが

一次元とは異なる場合

p

M±
2 (p)の元しかない

y0

x0

y0
y0

x0 x0

Ω

Ω
Ω

D

D

D

例１ 例２ 例３

3 指示関数の漸近挙動

この節ではどのような仮定の下で (2.3)が成り立つかを述べる。(1.1)の解 u(t, x)に対して

ũ(x; λ) =

∫ T

0

u(t, x)e−λ2tdt (x ∈ Ω), g(x, τ) =

∫ T

0

e−λ2t ∂u

∂ν
(x, t)dt (x ∈ ∂Ω)
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とおく。但し λ ∈ C, Re λ > 0である。次の楕円型境界値問題の解w(x; λ)を考える。




(△− λ2)w(x; λ) = 0 in Ω \ D,
(∂ν + ρ(x))w(x; λ) = 0 on ∂D,
∂νw(x; λ) = g(x; λ) on ∂Ω.

(3.1)

(1.1)により ũ(x; τ) = w(x; τ) + O(e−τ2T ) (τ → ∞)となることに注意すれば部分積分により

I(τ, p) = I0(λ, p)|λ=τ + O(τe−τ2T ) (τ → ∞) (3.2)

となる。但し、I0(λ, p)は次で定義されるものである。

I0(λ, p) =

∫

∂D

(
∂Eλ

∂ν
+ ρEλ

)
(x, p)w(x, λ)dSx (λ ∈ C, | arg λ| < π/2). (3.3)

(3.2)に注意すれば、上の I0(τ, p)の漸近挙動を調べればよいことが分かる。これを (3.3)を
用いて調べることが問題となる。以下、δ0 > 0に対してCδ0 = {λ ∈ C |Re λ ≥ δ0|Im λ|}と
おく。

Theorem 3.1 ∂Dは狭い意味で凸とし、Mg(p) = ∅かつ任意の (x0, y0) ∈ M(p) \ Mg(p)
で lp(x, y)は非退化であるとする。このときM(p) は有限集合である。さらに各 (x0, y0) ∈
M1(p) ∪M−

2 (p)に対する正定数C(x0, y0) > 0が存在して次が成り立つ。

I0(λ, p) =
1

λ
e−λlmin

{
A(λ, p)g + ∥g( · , λ)∥C0,α0 (∂Ω)O(λ−α0/2)

}
(λ ∈ Cδ0 , |λ| → ∞),

A(λ, p)g =
∑

(x0,y0)∈M1(p)

C(x0, y0)g(y0, λ) −
∑

(x0,y0)∈M−
2 (p)

C(x0, y0)g(y0, λ).

Theorem 3.1と (3.2)より次を得る。

Corollary 3.2 Theorem 3.1における仮定に加え、定数 β0 ∈ R が存在して g(x, τ)が

lim inf
τ−→∞

τβ0 |A(τ, p)g| > 0, lim
τ−→∞

τβ0−α0/2∥g( · , τ)∥C0,α0 (∂Ω) = 0 (3.4)

を満たすとすると (2.3)が成り立つ。但し、A(τ, p)gはTheorem 3.1におけるものである。

Corollary 3.2の仮定 (3.4)は 1次元の場合の仮定 (2.4)に対応している。一回の観測から得
られるデータを用いて指示関数の漸近挙動を調べることにより lminを得るためには (3.4)や
(2.4)を満たすように与える熱流を制御すればよいということがTheorem 2.1やCorollary 3.2
から分かる。

Theorem 3.1における仮定を満たす十分条件としては次のものがある。

Proposition 3.3 (x0, y0) ∈ M(p) \Mg(p)に対して y0 ∈ ∂Ωにおける ∂Ωの主曲率の最大
値が l−1

min より小さければ lp(x, y)は (x0, y0)で非退化である。

Proposition 3.3の仮定を落とすと lp(x, y)の非退化性は一般には成り立たない。例２でΩは
原点O中心、半径R > 0の球とするとR < lminとなっている。∂Ωの主曲率はすべてR−1だ
からProposition 3.3の仮定を満たさない。この場合、直線Opに関する回転対称性より lmin

を与える点はすべて退化していることが分かる。

L(p) = {y ∈ ∂Ω | (y − p)/|y − p| · νy = 1}とおく。関数 ∂Ω ∋ y 7→ |y − p| ∈ Rの最大値を
与える点 y0は y0 ∈ L(p)となる。M(p) = M1(p)となるための十分条件としては次のものが
ある。
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Proposition 3.4 集合L(p)が一点のみからなる集合とするとM+
2 (p)∪M−

2 (p)∪Mg(p) = ∅
となる。

前述の例１を考える。Ωは中心が原点Oで半径がR, Dは中心が qで半径 rの開球 (|q|+r <
R)とし、Dの中心は線分Op上にあるとする。このときProposition 3.4よりM(p) = M1(p)
となるが、より詳しくM1(p) = {(q + rω, Rω)} (但し ω = |p|−1p)が分かる。よって lmin =
h + 2(R − r − |q|) (但し h = dist(p, ∂Ω))となる。Proposition 3.3と Corollary 3.2より
lmin < Rのとき、すなわち h < 2(r + |q|) − Rのとき (3.4)を満たせば指示関数から lmin

の値が分かることになる。故にDがある程度大きければ pを ∂Ωの近くに選ぶことにより
sup
x∈D

ω · x = R + 2−1(h− lmin)、すなわちD ⊂ {x ∈ R3 | ω · x ≤ R + 2−1(h− lmin)} が分かる。

Proposition 3.3で与えた十分条件は (x0, y0) ∈ M1(p) のときはもう少し弱めることがで
き、Dの大きさに関する制約は緩められることが分かる。また、一般の場合に lminからD
の大きさ（例えば凸包）を推定するのは今後の課題である。さらに今回は (2.1)を用いて定
めた指示関数 I(τ, p)に関して議論したが、vτ の選び方を変えたらどうなるかという問題も
ある。これについては [6]においてこれまでの囲い込み法に関する研究をふまえた問題提起
がなされている。Theorem 3.1およびCorollary 3.2はこの中の一つに答えたものである。

4 定理 3.1の証明

定理 3.1の証明は (3.1)の解w(x, λ) の一重層ポテンシャル

VΩ(λ)g(x) =

∫

∂Ω

Eλ(x, y)ϕ(x, λ)dSy, VD(λ)h(x) =

∫

∂D

Eλ(x, z)ψ(z, λ)dSz,

による表現 w(x, λ) = VΩ(λ)ϕ(x, λ) + VD(λ)ψ(x, λ) を用いる。ϕ(·, λ), ψ(·, λ)が満たす積分
方程式はRe λ が十分大きいときNeumann級数により解くことができ、ϕ(·, λ) ∈ C0,α0(∂Ω),
ψ(·, λ) ∈ C0,α0(∂D)の存在は分かる。この解の表示を (3.3)に代入し整理すれば I0(λ, p) =
λI0 0(λ, p) + I0 1(λ, p), の形になる。但し、

I0 j(λ, p) =

(
1

2π

)2 ∫

∂Ω

dSyϕ(y, λ)

∫

∂D

e−λ lp(x,y)Gj(x, y, p, λ)dSx, j = 0, 1 (4.1)

である。ここでGj(x, y, p, λ) (j = 0, 1)は ∂Ω上の積分作用素Mj(λ)により

Fj(x, p, λ) = eλ|x−p|
(

Mj(λ)

(
e−λ| · −p|

| · −p|

))
(x), j = 0, 1 (4.2)

で与えられる関数 Fj(x, p, λ)に対して F0(x, p, λ) + F1(x, p, λ) の連続関数係数の一次式の形
になっている。

定理 3.1は (4.1)にLaplace法を用いて示されるが、そのためには振幅関数Gj(x, y, p, λ)の
|λ| → ∞のときの評価が必要になる。すなわち Fj(x, p, λ)について次を示すことが重要にな
る。δ > 0に対して Gδ(p) = {x ∈ ∂D | dist(x,G(p)) ≥ δ}, G±

δ (p) = Gδ(p) ∩ G±(p). とおく。

Lemma 4.1 定数 µ0 > 0、C > 0および δ > 0に依存する定数Cδ > 0 が存在して次が成り
立つ。

(1) |Fj(x, p, λ)| ≤ CReλ (x ∈ ∂D, λ ∈ Cδ0, Reλ ≥ µ0, j = 0, 1).

(2) |Fj(x, p, λ)| ≤ Cδ(Reλ)−1 (x ∈ G+
δ (p), λ ∈ Cδ0, Reλ ≥ µ0, j = 0, 1).

(3) |F1(x, p, λ)| ≤ Cδ(Reλ)−1 (x ∈ G−
δ (p), λ ∈ Cδ0, Reλ ≥ µ0).

(4)

∣∣∣∣F0(x, p, λ) +
1

|x − p|

∣∣∣∣ ≤ Cδ(Reλ)−α0/2 (x ∈ G−
δ (p), λ ∈ Cδ0, Reλ ≥ µ0).
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Mj(λ)の積分核をMj(x, y, λ)で表す。M0(x, y; λ) =
λ

2π
e−λ|x−y| ν(y) · (x − y)

|x − y|2
であるが、

M1(λ)はM1(λ) = M̃(λ) + (tY22(λ))2(I − tY22(λ))−1 という形をしている。ここで M̃(λ)と
Y22(λ)は

|Kλ(x, y)| ≤ C0µe−µ|x−y|, |K̃λ(x, y)| ≤ C3e
−µ|x−y|

|x − y|
(x, y ∈ ∂D, x ̸= y, µ = Re λ > 0)

(4.3)
と評価される可測関数Kλ(x, y)と K̃λ(x, y)の和からなる関数を積分核として持つ積分作用素
である。よって Lemma 4.1を得るためには (I − tY22(λ))−1 − I = tY22(λ)(I − tY22(λ))−1 の
積分核の評価が必要になる。この評価を得るための重要な部分は次で与えられる。

Theorem 4.2 (4.3)の評価をもつ∂D×∂D上の可測関数Kλ(x, y)を積分核にもつ∂D上の積
分作用素をKλとする。このとき定数µ0 > 0が存在してReλ ≥ µ0のとき作用素Kλ(I−Kλ)

−1

は ∂D上の積分作用素である。さらに、任意の δ0 > 0に対して

|K∞
λ (x, y)| ≤ Cδ0µe−µ|x−y| (x, y ∈ ∂D, λ ∈ Cδ0 , µ = Reλ ≥ µ0)

となる定数Cδ0 > 0が存在する。但し、K∞
λ (x, y)は作用素Kλ(I − Kλ)

−1 の積分核である。

Theorem4.2を用いればM1(x, y; λ) についても次の評価を得ることが分かる。

|M1(x, y; λ)| ≤ C

(
µ +

1

|x − y|

)
e−µ|x−y| (x, y ∈ ∂D, λ ∈ Cδ0 , µ = Re λ ≥ µ0)

ここで指数関数の形 e−µ|x−y|がM0(x, y; λ)や (4.3) に現れている形と同じになっていること
が重要である。この事実を用いることにより Lemma 4.1を示すことができる。
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