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1. 概要
本講演では以下のような 4階非線形 Schrödinger型方程式の定在波解の存在について考

える.
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xψ), (t, x) ∈ R2, (1.1)

ここに ψ(t, x) : R2 → Cは複素数値未知関数であり, (1.1)の非線形項N は
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で与えられる. ただし aは実定数である.
方程式 (1.1)は, 境界のない無限領域を満たす, 非圧縮, 非粘性流体中の渦糸の運動を記

述するモデルである. この方程式は渦糸運動の 1次近似として現れるDa Riosモデル (非
線形 Schrödinger 方程式)

i∂tψ + ∂2
xψ = −1

2
|ψ|2ψ, (t, x) ∈ R2, (1.2)

の高次近似モデルとして Fukumoto-Moffatt [3]により提唱された. これらの方程式の物
理学的背景については [3]を参照されたい. 方程式 (1.1)の初期値問題の適切性, すなわち,
(1.1)の解の存在, 一意性および解の初期値連続依存性については, [5], [8], [9]などにおい
て調べられている.
本講演では方程式 (1.1)の定在波解について考える. ここで, (1.1)の定在波解とは (1.1)

の解のうちで

ψ(t, x) = eiωtφω(x),

の形をしたものを指す. ここに ωは実数である. ψ(t, x) = eiωtφω(x) が (1.1)の解ならば関
数 φω(x)は以下の常微分方程式を満たさなければならない:

−ωφ+ φ′′ + aφ′′′′ = N (φ, φ, ∂xφ, ∂xφ, ∂
2
xφ, ∂

2
xφ). (1.3)

本講演の主な目的はこの常微分方程式の解を構成することである. ここでは φは実数値関
数であるとして以下の問題について考える.

{
−ωφ+ φ′′ + aφ′′′′ = −1

2
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aφ5 − 5

2
aφ(φ′)2 − 5

2
aφ2φ′′,

φ ∈ H2(R), φ 6= 0.
(1.4)

われわれは具体的に方程式 (1.4)の解を構成することが出来た. 主定理は以下の通りである.
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Theorem 1.1. bを 2次方程式
at2 + t− ω = 0, (1.5)

の正の解とする. このとき

φ =
4
√
b

e
√

bx + e−
√

bx

は (1.4)の解である.

Remark. (a) 方程式 (1.3)の構造より, もし φ(x) が方程式 (1.3)の解ならば, 任意の
θ, y ∈ Rに対して eiθφ(x− y) も (1.3)の解になることが容易に確かめられる. したがって⋃
{eiθφ(· − y)|θ, y ∈ R}は (1.3) の解集合の部分集合となる. しかしこの集合が (1.3) の解

集合全体と一致するかは今のところ不明である.
(b) 4階非線形 Schrödinger型方程式 (1.1) において a → 0とすると非線形 Schrödinger

方程式 (1.2)を得る. 一方, (1.5)において a→ 0 とすると関数

φω(x) =
4
√
ω

e
√

ωx + e−
√

ωx

を得るが ψ = eiωtφωは非線形 Schrödinger方程式 (1.2)の定在波解である. このような意
味でわれわれのの主定理は非線形 Schrödinger方程式 (1.2)の結果と両立する.
講演では常微分方程式 (1.5)を解く際に, なぜ 2次方程式 (1.5)が現れるのか, というこ

とについて説明する. また定在波解が具体的に求まっている場合にどのようにしてその安
定性や不安定性がわかるのかということをOhta[7]にしたがって説明する予定である.
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