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本講演では, 金属変位 uと応力 σに対する, 次の方程式を考察する.

(P )



utt + uxxxx = σx,

σt − κσxx + ∂I(σ; ux) 3 cutx, (t, x) ∈ (0,∞) × (0, l),

u = uxx = σx = 0, (t, x) ∈ [0,∞) × {0, l},

u(0, ·) = u0, ut(0, ·) = u1, σ(0, ·) = σ0, x ∈ (0, l).

この方程式は, Aiki-Kenmochi([2])によって考察されたヒステレシス効果を含

む形状記憶合金方程式において, 温度が一様に分布していると仮定した方程式

である.

この方程式ではヒステレシス効果を第二方程式で表現している. ここで Iは

指示関数:

I(σ; ux) =

0 σ ∈ [fl(ux), fu(ux)],

∞ otherwise,

であり, その劣微分 ∂Iは

∂I(σ; ux) =


[0,∞) σ = fu(ux),

0 σ ∈ (fl(ux), fu(ux)),

(−∞, 0] σ = fl(ux),

となる. また, c > 0と κ > 0は正定数, 関数 fl, fuは次の条件を満たすものと

する:

fl, fu ∈ W 1,∞, fl ≤ fu, f ′
l , f

′
u ∈ [0, c). (1)

形状記憶合金の場合, 金属の応力 σと歪み uxの関係は下図のようなヒステ

レシスループに従うことが知られている.
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このヒステレシスループを多項式で近似的に表現したものが, Falkモデルと呼

ばれるものであり, この方程式については多くの研究結果が知られている. 特

に形状記憶合金の物理的な取り扱いや, Falkモデルの導出については, Brokate-

Sprekelsの文献 [3]が詳しい.

ところで, より正確に現象を表現するためには, このヒステレシス現象を,

多項式よりも正確に表現する方法を考える必要がある. このようなヒステレ

シス現象を付与した方程式としては, Krejč́ı-Sprekels([5])によるものと, Aiki-

Kenmochi([1], [2])によるものが知られている. しかしこれらのどちらの結果

でも, 第一方程式は内部粘性を付与した方程式:

utt + uxxxx − utxx = σx

である. この方程式は放物型方程式であるのに対して, (P )の第一方程式は梁

の方程式やビーム方程式と呼ばれる分散型方程式である. この方程式はシュレ

ディンガー方程式とよく似た性質をもつ方程式であり, 放物型方程式のように

強い平滑化作用がないことに注意したい. Krejč́ı-Sprekelsは [4]で粘性のつか

ない方程式に対して解の存在を示しているが, 一意性については未解決である.

そこで, まず温度分布が一様の仮定のもとではより詳しく方程式の情報を得

ることが出来るのではないだろうかと考え, 本研究を行い以下の結果を得た.

定理 1. 時間 T > 0を固定する. 関数 fl, fuが条件 (1)を満たすとする. 条件

σ0 ∈ (fl(∂xu0), fu(∂xu0))を満たす任意の初期値 (u0, u1, σ0) ∈ H3 ×H1 ×H1に

対して, 次を満たす方程式 (P )の解 (u, σ)が唯一つ存在する:

u ∈ L∞(0, T ; H3), ut ∈ L∞(0, T ; H1),

σ ∈ L∞(0, T ; H1) ∩ L2(0, T ; H2) ∩ W 1,2(0, T ; L2).



注意. 方程式 (P )において, 応力 σに対する方程式 (第二方程式)の平滑化項

−κσxxはついていない方が自然である. 非線形項 fl, fuが fu(ux) = −fl(ux) =

C(定数)の時については, この平滑化項がとれる (即ち κ = 0)が, 一般の場合に

ついては現在までのところ自分には示すことが出来ていない.
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