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1 序
このノートでは次の半線型波動方程式を考える :

¤u + F (∂u) = 0 in (0,∞) × R2, (1.1)

u(0, x) = εf(x), (∂tu)(0, x) = εg(x) for x ∈ R2. (1.2)

ここで，¤ = ∂2
t − ∆, ∆ =

∑2
j=1 ∂2

j , ∂ = (∂0, ∂1, ∂2), ∂0 = ∂t = ∂/∂t, ∂j =

∂/∂xj (j = 1, 2)であり，u(t, x) は未知の実数値関数とする．また，ε > 0 とし，f ,

g ∈ C∞
0 (R2) を仮定する．更に，非線型項は３次のオーダーのものを考える．つ

まり，

F (∂u) =
2∑

a,b,c=0

ga,b,c(∂au)(∂bu)(∂cu) (1.3)

のように実定数 ga,b,c を用いて表されるものとする.

始めに，F (∂u) = κ(∂tu)3 (κ ∈ R) の場合に知られている結果を整理しておく．

(i) κ = 0 のとき: 方程式 (1.1) は斉次波動方程式となり，その解 u0 は

|u0(t, x) − |x|−1/2F0(|x| − t, x/|x|)| ≤ C⟨|x| − t⟩1/2⟨t⟩−3/2 (1.4)

for |x| ≥ (t + 1)/2

を満たす事が知られている．ここで，⟨t⟩ =
√

1 + t2 であり，F0(σ, ω)は Fried-

landerの放射場と呼ばれ，各 (σ, ω）∈ R×S1 に対して次のように定義される :

F0(σ, ω) =
1

2
√

2π

∫ ∞

σ

(s − σ)−1/2 {R(s, ω; g) − ∂sR(s, ω; f)}ds, (1.5)

R(s, ω; g) =

∫
y·ω=s

g(y) dSy.

(例えば，Hörmander [4, Theorem 6.2.1] を参照せよ.)

(ii) κ < 0 のとき: 初期値問題 (1.1)–(1.2) の古典解は有限時間内に爆発する事が
知られている．(例えば，Schaeffer [9] 等.)

1



(iii) κ > 0 のとき: 初期値問題 (1.1)–(1.2) のエネルギー・クラスでの大域可解性
が知られている．(例えば，Lions and Strauss [8].) この結果は，κ > 0 の場
合, 非線型項が摩擦項として働く事を反映している．

次に，F (∂u) が (1.3) の様な一般的な形で与えられる場合を考える. ここでの目
的は，非線型項が摩擦項のように働き，結果として，古典解が時間大域的に存在
する様な非線型項の係数 ga,b,c に関する条件を導き，更に，得られた大域解の主要
部を求める事である．しかし，一般の初期データを扱う事は困難なので，以下で
は，そのサイズ ε は十分小さいものとして議論を進める．
結果を述べるために，次の量を導入する :

G(ω) =
2∑

a,b,c=0

ga,b,cωaωbωc for (ω0, ω) = (ω0, ω1, ω2) ∈ {−1} × S1. (1.6)

この G(ω) が恒等的に零となる場合は，既に Godin [1] 及びKatayama [6] により
独立に調べられており，小さな初期データに対し時間大域解の一意存在が示され
ている．更に，この場合は斉次波動方程式からの摂動と見做せる事も知られてい
る．(例えば，Kubo and Ohta [7].) この事実を形式的に観るには

u(t, x) ∼ u0(t, x) ∼ |x|−1/2F0(|x| − t, x/|x|)

と考えれば良い．実際，

∂au(t, x) ∼ ωa |x|−1/2(∂σF0)(|x| − t, x/|x|) (a = 0, 1, 2)

となるので，非線型項の主要部は

F (∂u)(t, x) ∼ −G(ω) |x|−3/2(∂σF0)
3(|x| − t, x/|x|) (1.7)

と計算でき，全ての ω ∈ S1 に対して G(ω) = 0 ならば ¤u ∼ 0 を得る．
しかし，一般には，斉次波動方程式からの摂動と見做す事はできないので，非
線型効果を反映する変数 τ = ε2 log(1 + t) を導入し，

u(t, x) ∼ |x|−1/2w(|x| − t, x/|x|, ε2 log(1 + t))

と近似すると，方程式 (1.1) から w(σ, ω, τ) についての方程式

2∂τ∂σw − G(ω)(∂σw)3 = 0 for σ ∈ R, ω ∈ S1, τ ≥ 0 (1.8)

が従う．全ての ω ∈ S1 に対して G(ω) ≤ 0 ならば, (1.8) は τ について大域的に
解ける事に注意すれば，この条件の下で元の問題も時間大域的に解けるのではな
いかと予想される．特別な場合として，F (∂u) = κ(∂tu)3 を考えれば，G(ω) = −κ

であって κ ≥ 0 が大域可解性の為の必要十分条件であった．
以上を踏まえ，次の結果が得られた事を報告する．
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定理 1.1. k を自然数とし，η, η′ > 0 とする. 全ての ω ∈ S1 に対して G(ω) ≤ 0

を仮定する．この時，任意の f , g ∈ C∞
0 (R2) に対し正数 C0, ε0 が存在して，任意

の ε ∈ (0, ε0] に対して初期値問題 (1.1)–(1.2) の古典解 u(t, x) が [0,∞) × R2 に
おいて一意的に存在し

|∂u(t, x)|k ≤ C0ε(1 + t)η⟨t + |x|⟩−1/2⟨t − |x|⟩−1/2 for (t, x) ∈ [0,∞) × R2 (1.9)

を満たす．更に, 十分小さな η に対し，R× S1 上の滑らかな関数 p∞，q∞ が存在
し，次の漸近公式を満たす : |x| ≥ t/2 + 1, a = 0, 1, 2 に対して，∣∣∣∣∣∂au(t, x) − ε ωa p∞(|x| − t, x/|x|) |x|−1/2√

Q(|x|, |x| − t, x/|x|)

∣∣∣∣∣ ≤ C0ε⟨|x|⟩−1+η′
, (1.10)

Q(r, σ, ω) = 1 − ε2G(ω)(p∞(σ, ω)2 log(r/s) + q∞(σ, ω))．

但し，s = |σ − 1| + 1 であり，

|p∞(|x| − t, x/|x|)| ≤ C0⟨|x| − t⟩−(1/2)+η, (1.11)

|q∞(|x| − t, x/|x|)| ≤ C0⟨|x| − t⟩−1 (1.12)

が成立つ．

注意 1. Schrödinger 方程式における類似の結果は Hayashi and Naumkin [2, 3] に
より, また Klein-Gordon 方程式については Sunagawa [10] によって既に考察され
ている.

注意 2. 漸近公式 (1.10) により，上の定理で得られた解は光錐 |x| = t の近くで
(log r)−1/2 の分だけ自由解より速く減衰することが分かる．つまり，G(ω) が恒等
的に零とならない限り，初期値問題 (1.1)–(1.2) は斉次波動方程式からの摂動と見
做せない事が分かる．

最近, Hoshiga [5] は本研究とは独立に，初期値問題 (1.1)–(1.2) の大域可解性及
び減衰評価を導いた．

2 記号
この節では記号をいくつか用意する．

r = |x|, ∂r =
2∑

j=1

xjr
−1∂j, Ω = x1∂2 − x2∂1 とおく. ωj = xj/r (j = 1, 2),

ω̃1 = −ω2, ω̃2 = ω1 とすれば,

∂i = ωi∂r + ω̃ir
−1Ω for i = 1, 2 (2.1)
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を得る．また，S = t∂t+r∂r, Lj = xj∂t+t∂j (j = 1, 2)とおき，Γ = {Γ0, Γ1, . . . , Γ6} =

{S, L1, L2, Ω, ∂0, ∂1, ∂2} と表す. α = (α0, . . . , α6) を多重指数とする時, Γα for

Γα0
0 · · ·Γα6

6 と記す. 交換子 [A,B] = AB − BA について

[Γa,¤] = 0 if a ̸= 0, [S, ¤] = −2¤

が成り立つ．非負整数 s と滑らかな関数 φ に対し，

|φ(t, x)|s =
∑
|α|≤s

|Γαφ(t, x)|, |∂φ(t, x)|s =
∑
|α|≤s

2∑
a=0

|Γα∂aφ(t, x)|

と置く．更に，D+ = ∂t + ∂r, D− = ∂t − ∂r を導入する．この時，

D+ = (t + r)−1(S +
2∑

j=1

ωjLj) (2.2)

が成り立つ事に注意する．
他方，(σ, ω, τ) ∈ R × S1 × [0,∞) を変数とする関数について，これらの変数に
関する微分を

Z1 = ∂σ, Z2 = ω1∂ω2 − ω2∂ω1 , Z3 = ∂τ (2.3)

と表す．また，(r, σ, ω) ∈ [1,∞)×R× S1 × [0,∞) を変数とする関数 y(r, σ, ω) に
対して次の記号を使う :

{y(r, σ, ω)}s =
∑

α1+α2≤s

|Zα1
1 Zα2

2 y(r, σ, ω)|.

3 証明の方針
第一段 :正数 τ∗を任意に与える時，初期値問題 (1.1)–(1.2)の古典解がε2 log(1+t) ≤
τ∗ である限り存在する事を示す．但し，τ∗ が大きく成れば成る程，一般に，ε は
それだけ小さく取るものとする．この結論は，所謂 “almost global existence” か
らは従わない．何故なら，“almost global existence” が主張するのは，古典解の最
大存在時刻 Tε がある定数 A に対し ε2 log(1 + Tε) ≥ A を満たす事だからである．
所望の結論を得る為に本質的なのは，都合の良い近似解 u1(t, x) を構成する事
である．u1 にとって必要な性質を纏めると次の様になる．
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補題 3.1. τ∗ > 0, k を非負整数とし，f , g ∈ C∞
0 (R2) とする. 全ての ω ∈ S1 に

対して G(ω) ≤ 0 を仮定する．この時，正定数 C = C(τ∗)，ε1 = ε1(τ∗) が存在し
て，任意の ε ∈ (0, ε1] に対し

|u1(t, x)|k ≤ Cε⟨t + |x|⟩−1/2⟨t − |x|⟩−1/2 for (t, x) ∈ [0,∞) × R2, (3.1)∫ t

0

∥∥|R(u1)(t)|k
∥∥

L2(R2)
≤ Cε3/2 for t ∈ [0, t∗] (3.2)

が成り立つ．但し，t∗ = exp(τ∗/ε
2) − 1 であり，

R(u)(t, x) = ¤u(t, x) + F (∂u)(t, x) (3.3)

と置いた．

さて，u1 の具体的な構成は次の様にする．
χ̃1 を s ≤ 1 に対して χ̃1(s) = 1，s ≥ 2 に対して χ̃1(s) = 0 である様な R 上
の滑らかな関数とし，χ̃2(s) を s ≤ 1/2 に対して χ̃2(s) = 0，s ≥ 2/3 に対し
て χ̃2(s) = 1 である様な R 上の滑らかな関数とする．そして, χ1(t) = χ̃1(ε

4t)，
χ2(t, r) = χ̃2(r/(t + 1)) と置く. また，u0(t, x) を (1.2) を満たす自由解とする. 更
に，w(σ, ω, τ) を

w(σ, ω, 0) = F0(σ, ω) for σ ∈ R, ω ∈ S1 (3.4)

を満たす (1.8) の一意解とする．即ち，

w(σ, ω, τ) = −
∫ ∞

σ

(∂σF0)(ρ, ω)√
1 − G(ω)(∂σF0)2(ρ, ω) τ

dρ (3.5)

と表されるものとする．この時，

u1(t, x) = εu0(t, x) + ε(1 − χ1(t))χ2(t, r)v(t, x), (3.6)

v(t, x) = r−1/2w(r − t, ω, ε2 log(1 + t)) − u0(t, x)

により u1 を定義すれば良い．

補題 3.1 を認めれば，[0, t∗] × R2 において初期値問題 (1.1)–(1.2) を u1 の周り
で解く事は難しくない．実際，u2 := u − u1 と置くと，u2 は

¤u2 + H(u1, u2) + R(u1) = 0 in (0, t∗) × R2, (3.7)

H(u1, u2) = F (∂u1 + ∂u2) − F (∂u1)
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を満たし，|(Γα∂u2)(0, x)| ≤ Cε3 であるから，

|∂u2(t, x)|k ≤ ε⟨t + |x|⟩−1/2⟨t − |x|⟩−1/2 for (t, x) ∈ [0, t∗] × R2

なるア・プリオリ評価から出発して，エネルギー法と Klinerman の不等式を組み
合わせる事により，

|∂u2(t, x)|k ≤ Cε3/2⟨t + |x|⟩−1/2⟨t − |x|⟩−1/2 for (t, x) ∈ [0, t∗] × R2

を導けるから．この種の議論は [4] でも用いられている．

第二段 : 正数 ε を十分小さく固定する時，[0,∞) × R2 において初期値問題 (1.1)–

(1.2) の古典解が存在する事を示す．第一段の結果を τ∗ = 1 として用いると，あ
る正定数 C1, ε1 が存在して，任意の ε ∈ (0, ε1] に対し

|∂u(t, x)|k ≤ C1ε⟨t + |x|⟩−1/2⟨t − |x|⟩−1/2 for (t, x) ∈ [0, t∗] × R2 (3.8)

が成り立つ事が分かる．但し，t∗ = exp(1/ε2) − 1 である．
所望の結論を得る為には，η を十分小さな正数とする時，

|∂u(t, x)|k ≤ 2C1ε(1 + t)η⟨t + |x|⟩−1/2⟨t − |x|⟩−1/2 for (t, x) ∈ [0, T ) × R2 (3.9)

なるア・プリオリ評価から出発して，

|∂u(t, x)|k ≤ C2ε(1 + t)η/2⟨t + |x|⟩−1/2⟨t − |x|⟩−1/2 for (t, x) ∈ [0, T ) × R2

を導けば良い．実際，t ≥ t∗ に対して

C2(1 + t)η/2 ≤ C2 exp(−η/(2ε2))(1 + t)η ≤ C1(1 + t)η

となる位 ε を十分小さく取り，(3.8) と組合わせると，(3.9) で 2C1 を C1 とした
評価式が得られるので．

第三段 : 第二段で得られた (1.9) を満たす解に対し (1.10) を示す．有限伝播性と
(1.9) により

|u(t, x)|k ≤ Cε⟨t⟩η for (t, x) ∈ [0,∞) × R2 (3.10)

が成り立つ事に注意する．(2.1) より，a = 0, 1, 2 に対して

∂au(t, x) = −ωa

2
r−1/2D−(r1/2u(t, x)) + O(r−1|u(t, x)|1) (3.11)

6



が従うので，D−(r1/2u(t, x))を評価すれば良い事が分かる．v(t, r, ω) = r1/2u(t, rω)

と置き，方程式 (1.1) を書き直すと

　D+D−v − (8r)−1G(ω)(D−v)3 = q (3.12)

を得る．但し，q(t, r, ω) は

{q(t, r, ω)}k ≤ Cε⟨r⟩−(3/2)+3η⟨r − t⟩−1/2

を満たす滑らかな関数である．よって，(3.12) を特性曲線に沿って積分すれば
(D−v)(r − σ, r, ω) の評価が得られる．具体的には次の補題を用いる．

補題 3.2. ε > 0, η > 0, 0 < δ < 1/2, r0 > 1 そして m を自然数とする．κ ∈
Cm(S1), ρ, β ∈ Cm([r0,∞) × R × S1) とし，r0 に依らない正定数 C∗ が存在して

{ρ(r, σ, ω)}m ≤ C∗⟨r⟩−(3/2)+3η⟨σ⟩−1/2 for r ≥ r0, σ ∈ R, ω ∈ S1,

{β(r, σ, ω)}m ≤ C∗ε⟨r⟩η⟨σ⟩−1/2 for r ≥ r0, σ ∈ R, ω ∈ S1

と仮定する．更に，β は

d

dr
β(r, σ, ω) = −r−1κ(ω)β(r, σ, ω)3 + ερ(r, σ, ω) for r ≥ r0 (3.13)

を満たすものとする．
もし，全ての ω ∈ S1 に対して κ(ω) ≥ 0 ならば，十分小さな ε, η に対し，p∞,

q∞ ∈ Cm(R × S1) 及び r0 に依らない正定数 C が存在し，任意の r ≥ r0, σ ∈ R,

ω ∈ S1 に対し

|β(r, σ, ω) − ε p∞(σ, ω)√
Q(r, σ, ω)

| ≤ C⟨r⟩−(1/2)+δ⟨σ⟩−1/2, (3.14)

Q(r, σ, ω) = 1 + 2ε2κ(ω)(p∞(σ, ω)2 log(r/r0) + q∞(σ, ω))

且つ

{p∞(σ, ω)}m ≤ C⟨r0⟩η⟨σ⟩−1/2, {q∞(σ, ω)}m ≤ C⟨σ⟩−1+η (3.15)

を満たす．

同様の主張は，[2, 3] や [10, Lemma 2.1] でも得られており，この補題の証明
は [10] の議論に基づくが，剰余項の評価を改善する為に主要部の取り方が若干異
なる．
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