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本講演では，典型的な冪乗型の非線形 Schrödinger 方程式

∂tu+ i∆u = f(u) ≡ λ|u|p−1u, u(0, ·) = u0 (1)

の適切性について考察する．ここで u : R1+n → C は未知関数，λ ∈ C，p > 1 で
ある．0 ≤ s < n/2 に対し，p∗(s) = 1 + 4/(n − 2s) とおく．よく知られているよう
に，max(1, s) < p ≤ p∗(s) のとき，任意の u0 ∈ Hs に対して T > 0 が存在し，(1) は
C([0, T ];Hs)（と適当な補助空間の共通部分）において一意可解となる [1–5, 9]．ここで，
p > s を仮定したのは，Hs における解を構成するために，(1) の両辺を空間変数で s回
微分するためである．しかし，実際にはこの仮定は不要である場合が多い．実際，s = 2

かつ 1 < p < p∗(2) = 1 + 4/(n − 4) のとき，(1) は C([0, T ];H2) において一意可解と
なる [4, 5, 8]．証明の要点は，Schrödinger 方程式が空間変数に関して 2階，時間変数に
関して 1階であることを利用し，∆u の代わりに ∂tu を評価することである．1 < s < 2

の場合に同様の考察を行うためには，時間変数に関する分数階微分を用いる必要がある．
Pecher [7] は時間変数に関する Besov 空間を用いて 1 < s < 2，1 < p < p∗(s) の場合に
(1)が C([0, T ];Hs)において一意可解であることを示しているが，その証明には穴がある
ように思われる．本講演においては Nakamura-Wada [6]で得られた評価を用いて Pecher

の結果をきちんと証明することを目標とする．

Theorem 1. 1 < s < min(n/2, 2) かつ 1 < p < p∗(s) とする．u0 ∈ Hs ならば，
T = T (‖u0‖Hs) が存在し，(1) は C([0, T ];Hs) において一意可解となる．

Remark. p = p∗(s) のとき，‖u0‖Hs が十分小さいならば (1) は C(R;Hs) において一意
可解となる [6]．

証明には，Banach 空間に値をとる関数に関する Besov 空間を用いる．ψ ∈ S (R) を
以下をみたすものとする：
ψ̂ は 0 ≤ ψ̂(τ) ≤ 1 をみたす偶関数で，|τ | ≤ 1 のとき ψ̂(τ) = 1，|τ | ≥ 2 のとき

ψ̂(τ) = 0．この ψ を用いて，ϕj ∈ S (R) (j = 1, 2, . . . ) を ϕ̂j(τ) = ψ̂(τ/2j) − ψ̂(τ/2j−1)

により定める．τ 6= 0 のとき ψ̂(τ) +
∑∞

j=1 ϕ̂j(τ) = 1 である (Littlewood-Paley 分解)．
E を Banach 空間，θ ∈ R，1 ≤ q, α ≤ ∞ とする．

Bθ
q,α(E) = {u ∈ S ′(R;E); ‖u‖Bθ

q,α(E) <∞},

と定める．ただし，

‖u‖Bθ
q,α(E) = ‖ψ ∗ u‖Lq(E) + {

∞∑
j=1

(2θj‖ϕj ∗ u‖Lq(E))
α}1/α.
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以下の補題を用いる：

Lemma 1. n ≥ 3，0 < θ < 1 とする．(q, r) および (γ, ρ) を Schrödinger 方程式に関す
る admissible parisとする．（すなわち，δ(r) ≡ n/2−n/r とおくとき 0 ≤ 2/q = δ(r) ≤ 1，
0 ≤ 2/γ = δ(ρ) ≤ 1）．(q̄, r̄) を 1 ≤ q̄ ≤ q, 1 ≤ r̄ ≤ ∞ かつ 2/q̄ − δ(r̄) = 2(1− θ) をみた
す組とする．このとき

∂tu+ i∆u = f, u(0, ·) = u0

の解に対して，以下の評価式が成り立つ：

‖u‖Bθ
q,2(Lr)∩Lq(B2θ

r,2) ≤ C‖f‖Bθ
γ′,2(Lρ′ ) + C‖f‖l2(Lq̄(Lr̄)).

ここで，‖f‖l2(Lq̄(Lr̄)) = ‖ψ ∗x f‖Lq̄(Lr̄) + {
∑∞

j=1 ‖ϕj ∗x u‖2
Lq̄(Lr̄)}

1/2 であり，ψ，ϕj は空
間変数に関する Littlewood-Paley の関数である．
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