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本講演では, 以下のような p(x)-エネルギータイプと呼ばれる汎関数を最小化する写
像の正則性の問題を扱う.

E(u) =
∫
Ω

(Aαβ
ij (x, u)Dαu

iDβu
j)p(x)/2dx,

ここで, m, nを 2以上の自然数とし, Ωは十分に滑らかな境界 ∂Ωを持ったRmの有界
開集合とする. さらに, u : Ω → Rn, Du = ((Dαu

i))1≤α≤m,1≤i≤nは uの微分, 係数行列
Aαβ

ij (x, u)と1 < p(x) < 2は十分滑らかとする.

以下, 次で定義される汎関数を考える.

F(u) =

∫
Ω

f(x, u,Du)dx.

ここで, f(x, u,Du) : Ω×Rn ×Rmn → Rは各変数に対して十分な滑らかさを持つとす
る. ある q ≥ p ≥ 1と定数Λ ≥ λ > 0に対して, 次の条件を満たすとする.

λ|ξ|p ≤ f(x, u, ξ) ≤ Λ(1 + |ξ|2)q/2 ∀(x, u, ξ) ∈ Ω× Rn × Rmn.

このような条件は (p, q)−growth, もしくは non-standard growthと呼ばれ, p = q =定
数 のときは p−growth, もしくは standard growthと呼ばれている. この講演ではnon-

standard growthのうち, 特に p(x)−growthと呼ばれる場合, すなわち次のような条件
を満たす場合を考える.

λ|ξ|p(x) ≤ f(x, u, ξ) ≤ Λ(1 + |ξ|2)p(x)/2 ∀(x, u, ξ) ∈ Ω× Rn × Rmn.

p(x)−growthを仮定した下で, Ragusa-Tachikawa-Takabayashi[3, Theorem2.4]は2013

年に以下のような汎関数に対する正則性の結果を得た.

Ep(x)(u) =
∫
Ω

(gαβ(x)hij(u)Dαu
iDβu

j)p(x)/2dx,

ここで, (gαβ(x))と (hij(u))は一様楕円性を満たす対称行列とし, hij(u)と p(x)(≥ 2)は
十分に滑らかとする.

この講演では, p(x)の条件を1 < p(x) < 2とした場合のEを最小化する写像の正則性
について,得られた結果をご報告する.

まず, いくつか仮定を述べる. 定義域 Ω ⊂ Rmの点は x = (x1, ..., xm), Rnの点は
u = (u1, ..., un)と表すこととする. 係数行列 (Aαβ

ij (x, u))は対称行列とし, 以下のような
条件を仮定する.

(H1) ある定数Λ > 0が存在し

Aαβ
ij (x, u)ξ

i
αξ̃

j
β ≤ Λ|ξ||ξ̃|,

を全ての ξ, ξ̃ ∈ Rmn, x ∈ Ωとu ∈ Rnに対して満たす.
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(H2) ある定数λ > 0が存在し
Aαβ

ij (x, u)ξ
i
αξ

j
β ≥ λ|ξ|2,

を全ての ξ ∈ Rmn, x ∈ Ωとu ∈ Rnに対して満たす.

(H3) ある凹関数ω0 : [0,+∞) → [0,+∞)が存在し, 以下を満たす.

|Aαβ
ij (x, u)− Aαβ

ij (y, v)| ≤ ω0(|x− y|γ1 + |u− v|γ1).

ここで, 関数ω0はω0(0) = 0とω0 < 1を満たす.

注意 1 Aαβ
ij (x, u)が一様連続ならば条件 (H3)は満たされる.

指数p(x)については, 以下を仮定する.

(H4) p(x)は有界かつ任意のx ∈ Ωに対して以下を満たす.

1 < γ1 := inf
Ω
p(x) ≤ p(x) ≤ sup

Ω
p(x) =: γ2 < 2.

(H5) p(x)はHölder連続.

次に, 以下で必要となる関数空間の定義を与える.

W 1,p(x)(Ω) := {u ∈ W 1,1(Ω); |Du|p(x) ∈ L1(Ω)}.

W
1,p(x)
loc (Ω) := {W 1,1

loc (Ω); |Du|
p(x) ∈ L1

loc(Ω)}.

写像u : Ω → Rnと有界開集合Ωに対して, Ω上の p(x)-エネルギータイプの E(u; Ω)を
次で定義する.

E(u; Ω) =
∫
Ω

(Aαβ
ij (x, u)Dαu

iDβu
j)p(x)/2dx.

定義 2 u ∈ W
1,p(x)
loc (Ω,Rn)が suppφ b Ωとなる任意のφ ∈ W 1,1

0 (Ω,Rn)に対して,

E(u; suppφ) ≤ E(u+ φ; suppφ)

を満たすとき, uを汎関数E の local minimizer という.

Hkをk次元Hausdorff測度とする.

定理 3 ([4]) Ωは Rmの有界開集合とし, ∂Ωを十分滑らかとする. Aαβ
ij (x, u)は (H1) ∼

(H3)を満たすと仮定する. さらに, u ∈ W 1,p(x)(Ω) を

E(u) =
∫
Ω

(Aαβ
ij (x, u)Dαu

iDβu
j)p(x)/2dx.

の local minimizerとする. ここで, p : Ω → (1, 2)は (H4), (H5)を満たすとする. このと
き, u ∈ C0,α(Ω0)となる. ここで, Ω0はHm−γ1(Ω− Ω0) = 0を満たすあるΩの開部分集
合で, αは0 < α < 1を満たす任意の定数である.

定理 3の証明の方針を述べる. まず次の記号を導入しておく. 任意にx0 ∈ Ωを固定し,

R1を十分小さくとる. Br(x0)を中心x0,半径rの球とする. さらに,任意にx1 ∈ BR1(x0)

をとり, ρ2(r) := supBr(x1) p(x)と定義する. RをB2R(x1) ⊂ BR1(x0)となるように十分
小さくとる. さらに積分量の評価から連続性を得る際によく用いられる有名なMorrey

の定理を述べる.



定理 4 (Morrey’s theorem) u ∈ W 1,q(Ω)が以下を満たすとする.∫
Bρ(x)

|Du|qdy ≤ Cρm−q+qα for all ρ < dist(x, ∂Ω).

このとき, u ∈ C0,α
loc (Ω)となる.

証明の方針は “direct approach”と呼ばれる方法を採用する. “Direct approach”とは,

扱っている汎関数Fを十分に近似し, 正則性についてよく分かっている適当な汎関数
F1について考え, そのF1のminimizer vとF のminimizer uとを比較して, vの正則
性から uの正則性を得る方法を指す. ここで問題となるのが, この F1の選び方であ
る. 一般には, F の被積分関数 f(x, u,Du)の変数のうち xと uを適当に固定したもの
f(x0, u0, Du)の積分をF1として採用することが多い. このようなF1を, xとuを「凍
らせた」と解釈し, “frozen functional”と呼ぶ. Ragusa-Tachikawa-Takabayashiはエネ
ルギー密度 gαβ(x)hij(u)Dαu

iDβu
jを扱う際, このような frozen functionalのとり方だ

と, F1のminimizerが Eのminimizerを十分に近似してくれず, うまくいかない事を見
出し, x0 ∈ Ω, 十分小さいR > 0に対して, F1を次のように定めることで結果を得た.

F1(v) :=

∫
BR(x0)

(gαβ(x0)hij(ux0,R)Dαv
iDβv

j)p(x)/2dx.

ここで, ux0,Rは uのBR(x0)上での積分平均を表す．1 < p(x) < 2の場合でもこの手
法を用いる. 境界条件 v|∂BR(x1) = u|∂BR(x1)のもとでの F1のminimizerを vとすると,

Coscia-Mingione[1]の結果から任意のβ ∈ (0, 1)と0 < s < R/2に対してある定数 c > 0

を次を満たすようにとれる．∫
Bs(x1)

|Dv|ρ2(2R)dx ≤ c

(
s

R

)m−β[∫
BR(x1)

|Dv|ρ2(2R)dx+Rm−β

]
.

上記の Morrey’s theorem を用いようとするとき, E の local minimizer u に対して,∫
Bs(x1)

|Du|ρ2(2R)dxを評価する必要がある. p(x) ≥ 2の場合では次のように評価を
した. ∫

Bs(x1)

|Du|ρ2(2R)dx ≤ c

∫
Bs(x1)

|Dv|ρ2(2R)dx+ c

∫
Bs(x1)

|Du−Dv|ρ2(2R)dx. (1)

(1)式の右辺第一項についてはCoscia-Mingioneの結果を用いる. よって p(x) ≥ 2の場
合, 結果を得るために重要な点は, (1)式の右辺第二項

∫
Bs(x1)

|Du−Dv|ρ2(2R)dxを評価
することであった ([3] 参照). しかし, 1 < p(x) < 2の場合, この式を評価してしまうと
計算過程で負ベキの式が出てきてしまい発散する恐れがあることに問題がある. そこ
で, p(x) = p > 1 (pは定数)のとき, 境界上の正則性の結果を得たDuzzar-Grotowski-

Kronz[2]の手法を参考に, 任意のµ ≥ 0に対して, 次のような量を定義する.

Vµ(z) := (µ2 + |z|2)(ρ2(2R)−2)/4z,

V (z) := V0(z) = |z|(ρ2(2R)−2)/2z.

V の定義により, 以下のような
∫
Bs(x1)

|Du|ρ2(2R)dxの評価を得る.∫
Bs(x1)

|Du|ρ2(2R)dx =

∫
Bs(x1)

|V (Du)|2dx



≤ c

∫
Bs(x1)

|V (Dv)|2dx+ c

∫
Bs(x1)

|V (Du)− V (Dv)|2dx

= c

∫
Bs(x1)

|Dv|ρ2(2R)dx+ c

∫
Bs(x1)

|V (Du)− V (Dv)|2dx.

したがって, 1 < p(x) < 2の場合では
∫
Bs(x1)

|Du−Dv|ρ2(2R)dxの代わりに
∫
Bs(x1)

|V (Du)−
V (Dv)|2dxの評価をする必要がある. この評価は一旦,

∫
Bs(x1)

|Vµ(Du)− Vµ(Dv)|2dxを
評価して, µ→ 0とすることにより得られる. 実際にはかなり複雑な評価を積み重ねて,

十分小さい δ > 0に対して, 次のようになる.∫
BR(x1)

|V (Du)− V (Dv)|2dx

≤ c

[
Rσ−mδ + ω

1/q′

0 (c1{Rρ2(2R)−m

∫
B2R(x1)

(1 + |Du|2)ρ2(2R)/2dx}γ1/ρ2(2R))

]
·
∫
B2R(x1)

(1 + |Du|2)p(x)/2dx. (2)

ここで, q′ = 1+δ
δ
. 次に以下のように記号を定義する.

Φ(r, p) :=

(
rp−
∫
Br(x1)

(1 + |Du|2)p/2dx
)1/p

= ω−1/p
m

(
rp

∫
Br(x1)

(1 + |Du|2)p/2dx
)1/p

,

Ψ(r) := Φ(r, ρ2(r)).

ここで, ωm := |B1(0)|. この記号のもとで (1)と (2)を組み合わせることで, 任意の
τ ∈ (0, 1)に対して,

Ψ(τr) ≤ c3τ
γ

[
1 + τ (β−m)/γ1

{
r(σ−mδ)/γ2 + ω̃0(c5ψ

γ1(r)) + rσ1/(q′γ2)

}]
·Ψ(r) + c4(τr)

α

を得る. ここで, r = 2R, ω̃0 := ω
1/q′γ2
0 , γ := 1 − β

ρ2(r)
とおき, α ∈ (0, γ)ととっている.

次に ν ∈ (α, γ)ととり, τ ∈ (0, 1)を c3τ
γ < 1

4
τ νを満たすようにとる. さらに ε > 0を以

下を満たすようにとる.

ω̃0(c5ε
γ1
0 ) < τ (m−β)/γ1 . (3)

最後に r0 > 0を

τ (β−m)/γ1r
(σ−mδ)/γ2
0 ≤ 1, c4r

α
0 ≤ 1

4
ε0 (4)

が成り立つように十分小さくとる. あるr ∈ (0, r0)に対して, Ψ(r) < ε0が成り立つとす
ると

Ψ(τr) ≤ 1

4
τ ν [1 + 1 + 1]Ψ(r) + c4r

α

=
3

4
τ νΨ(r) + c4r

α



≤ 3

4
τ νΨ(r) +

1

4
ε0 < ε0 (5)

となり, (5)を繰り返し使うことで, 以下を得る.

Ψ(τ k+1r) ≤ (τ k+1)νΨ(r) + c4τ
kαrα

k∑
j=0

τ j(ν−α)

≤ (τ k+1)νΨ(r) + c6(τ
kr)α. (6)

これより, 定数C > 0に対して

Ψ(s) ≤ Csα (7)

が任意の s ∈ (0, r)に対して成り立つことが分かる. さらに,

Ω0 := {x ∈ Ω; lim inf
ρ→0

Ψ(ρ) ≤ ε0}

とおけば, u ∈ C0,α(Ω0)であることが得られる. また,

Ω− Ω0 ⊂ {x ∈ Ω; lim inf
ρ→0

Φ(ρ, γ1) > ε0}

が得られることから
Hm−γ1(Ω− Ω0) = 0

が導かれる.
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