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1. 序

本講演は下村明洋氏 (東大), 利根川聡氏 (日大)との共同研究に基づく. 次
の空間 1次元における非線形シュレディンガー方程式の連立系の時間大域解
の存在とその漸近挙動に関して考える.

i∂tu1 +
1

2m1
∂2
xu1 = F1(u1, u2),

i∂tu2 +
1

2m2
∂2
xu2 = F2(u1, u2),

(1.1)

ここで (t, x) ∈ R×R, u1 と u2 は (t, x) に関する未知の複素数値関数であり,
∂t = ∂/∂t, ∂x = ∂/∂x, m1 と m2 は正の定数である. また非線形項は u1, u2
に関する 3次の多項式であり, 次で与えられる.

Fj(u1, u2) = gj(u1, u2)uj +Nj(u1, u2),

ここで

gj(u1, u2) = µj,1|u1|2 + µj,2|u2|2 + δm1,m2µj,3(u1ū2 + ū1u2), (1.2)

Nj(u1, u2) =
∑

α;|α|=3,(a1),(a2)

λj,αu
α1
1 ūα2

1 uα3
2 ūα4

2 , (1.3)

である. δp,q はクロネッカーのデルタであり, λj,α ∈ C, µj,k ∈ R である. ただ
し j = 1, 2, k = 1, 2, 3 であり, 多重指数 α = (α1, α2, α3, α4) ∈ Z4

+ は次の関
係式を満たしているとする.

(α1 − α2)m1 + (α3 − α4)m2 ̸= mj , (a1)

(α1 − α2)m1 + (α3 − α4)m2 ̸= 0. (a2)

散乱問題とは, 与えらえた自由シュレディンガー方程式の解に, 時刻無限大に
おいて何らかノルムの意味で収束する摂動付シュレディンガー方程式の解を
構成すること (終値問題), あるいは与えられた初期値に対して得られた摂動
付方程式の解の時刻無限大における収束先である自由シュレディンガー方程
式の解の存在を示すこと (初期値問題の解の漸近挙動)である. 単独の非線形
シュレディンガー方程式に関しては, 空間 1次元の場合, 非線形項がゲージ不
変性を持つ 3次の単項式の和ならば, 漸近自由にならない事実が知られている
([1, 13] 参照) (この場合は長距離散乱理論により, 修正波動作用素が存在する
事実が知られている. [11] 参照). これに対して, 非線形項がゲージ不変性を持
たない 3次の単項式の和ならば, 漸近自由解が存在する ([9, 5, 12] 参照). 我々
は [10] に基づき, 空間 1次元における非線形シュレディンガー方程式の連立
系を考える. (近年, 非線形光学に由来する空間 2次元におけるある非線形シュ
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レディンガー方程式系の散乱理論に関する研究が盛んである. [2, 3, 6, 7] 参
照).

2. 主定理

ここでは の終値問題を考える.

定理 2.1 ([10]). 1/2 < b < 3/2 に対して, u1+, u2+ ∈ H0,2 ∩ Ḣ−b, とし,
∥u1+∥H0,2∩Ḣ−b + ∥u2+∥H0,2∩Ḣ−b が十分小さいと仮定する. さらに m1 = m2

ならば, “µ1,3 = µ2,3 = 0” または “k = 1, 2, 3 に対して µ1,k = µ2,k” を仮定
する. このとき, 方程式系 (2) には次を満たすような解 (u1, u2) が一意に存
在する.

(u1, u2) ∈ C([0,∞);L2)⊕ C([0,∞);L2),

sup
t≥1

tb/2(∥(u1(t), u2(t))− (u1a(t), u2a(t))∥L2

+ ∥(u1, u2)− (u1a, u2a)∥L4([t,∞);L∞)) < ∞.

ここで j = 1, 2 に対して

uja(t, x) =(Umj (t)e
−imj |x|2/2te−iSj(t,−i∇)uj+)(x)

=
(mj

it

)1/2
ûj+

(mjx

t

)
eimj |x|2/2t−iSj(t,mjx/t),

Sj(t, x) = gj

(
û1+

(
m1

mj
x

)
, û2+

(
m2

mj
x

))
log t

で与えられる. さらに, 修正波動作用素

W+ : (u1+, u2+) 7→ (u1(0), u2(0))

が well-defined である.
負の時刻に対しても同様の結果が成り立つ.

証明は Strichartz評価を利用した縮小写像の原理に基づく ([15] 参照). ま
た非線形項の評価については, 質量共鳴条件から, 非線形項が自由解より速い
減衰度を持つことに注意する ([5] 参照).
さらに初期値問題に関する話題も触れる予定である ([4, 14, 8] 参照).
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