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本講演では, 次の退化拡散項を持つ Keller-Segel系を勾配流として定式化し,
時間大域解の存在を示す.

∂tu = ∇ · (∇um − χu∇v) in Ω, t > 0,

ε∂tv = ∆v − γv + αu in Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), εv(x, 0) = εv0 x ∈ Ω,

(KS)

ここで, α, χ, εは正定数, γは非負定数とする. また, Ωは Rdの滑らかな境界を持
つ有界領域として, 次の境界条件 (BCD)または (BCN)を課す.

∂um

∂ν
− χu

∂v

∂ν
= v = 0 on ∂Ω. (BCD)

∂um

∂ν
− χu

∂v

∂ν
=

∂v

∂ν
= 0 on ∂Ω. (BCN)

いずれの境界条件においても, uの Ωでの総質量は保存される. さらに我々は,

m = 2 − 2
d
, d > 2

の場合を考察する.
(KS)は, ε = 0の放物型-楕円型系において, Ω = Rdのとき, 爆発解が存在する

か否かを隔てる質量の閾値Mcの存在が知られている [2, 5]. すなわち, ‖u0‖ < Mc

ならば (KS) の解は時間大域的に存在し, 他方, M > Mc を満たす任意のM に対
して, ‖u0‖L1 = M となる (KS)の爆発解が存在する. ε > 0の放物型-放物型の系
に対しても同様の閾値の存在が予想されている. 我々は, 放物型-放物型系に対す
る閾値の問題を勾配流の視点から解析する.

Euclid空間でのminimizing movement schemeから始める. 今 fをRd上のC1-
級関数, τ > 0を時間ステップサイズ, x0

τ := x0を初期値として, xk
τ (k = 1, 2, 3, . . .)

を
xk

τ ∈ argmin
x∈Rd

{
f(x) +

1
2τ

|x − xk−1
τ |2

}
,

すなわち, 関数 f(x) + 1
2τ |x− xk−1

τ |2の Rd上の最小点として定義すれば (ここで
は最小点の存在を仮定しておく), xk

τ は

xk
τ − xk−1

τ

τ
= −∇f(xk

τ )



を満たす. これは勾配流 ẋ = −∇f(x)に対する Eulerの後退差分式に他ならない.
したがって, 離散解 xτ を

xτ (t) := xk
τ t ∈ ((k − 1)τ, kτ ]

と定義すれば, 離散解は τ → 0の極限において勾配流 ẋ = −∇f(x)の解に収束し
得る. 離散解の τ → 0における極限集合を “minimizing movement”という [1].
我々は, 上記の Euclid 空間での勾配流の解の構成法と類似の方法によって,

(KS)の時間大域解を構成する. すなわち, (KS)の Lyapunov汎関数として知ら
れる

φm(u, v; α, χ, γ) :=
1

m − 1

∫
Ω

um dx − χ

∫
Ω

uv dx +
χ

2α

∫
Ω

|∇v|2 + γv2 dx

と確率測度空間上のWasserstein距離 dW を用いて定義される距離

d(w1, w2) :=

√
‖u1‖L1‖u2‖L1d2

W

(
u1

‖u1‖L1
,

u2

‖u2‖L1

)
+

εχ

α
‖v2 − v1‖2

L2 ,

w1 := (u1, v2), w2 := (u2, v2)

を用いて, wk
τ を次で定義する.

wk
τ ∈ argmin

w∈XM

{
φm(w; α, χ, γ) +

1
2τ

d2(w, wk−1
τ )

}
, w0

τ := (u0, v0). (MMS)

ここで, XM は境界条件 (BCD) または (BCN) に応じて, 次の XD
M (Ω) または

XN
M (Ω)のいずれかとする.

XD
M (Ω) :=

{
(u, v) ∈ Lm(Ω) × H1

0 (Ω) ; ‖u‖L1 = M, u ≥ 0, v ≥ 0
}

,

XN
M (Ω) :=

{
(u, v) ∈ Lm(Ω) × H1(Ω) ; ‖u‖L1 = M, u ≥ 0, v ≥ 0

}
.

命題 1.

M∗ := sup
{

M ; inf
(u,v)∈XM

φm(u, v; α, χ, ε + γ) > −∞
}

と定義する. このとき, M < M∗ を満たす任意の (u0, v0) ∈ XM と任意の τ > 0
と k ∈ Nに対して (MMS)は解を持つ.

(MMS) に対する Euler-Lagrange 方程式を導くことによって, “minimizing
movement” が (KS) の時間大域解であることを示すことができる [3, 4]. この
解はXM がXD

M (Ω)であるかXN
M (Ω)であるかに応じて, 境界条件 (BCD)または

(BCN)を満たす.

定理 2. M < M∗を満たす任意の (u0, v0) ∈ XM かつ u0 ∈ L2(Ω)に対して, (KS)
の時間大域的弱解が存在する.

次の定理は, 境界条件による閾値の変化を表す関係式である.

定理 3. XM が XD
M (Ω)であるか XN

M (Ω)であるかに応じて, M∗ をMD または
MN と表す. このとき,

MN =
MD

2
が成り立つ.
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