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1 導入

本講演では, 細胞性粘菌の集中現象や重力運動下における粒子の相互作用を記述する移

流拡散方程式系から導出された以下の初期値問題について考察する.

(P)

{
∂tu = ∆u−∇ · (u(∇N ∗ u)), t > 0, x ∈ R2,

u(0, t) = u0(x) ≥ 0, x ∈ R2.

ただし, N(x)は R2 の Newtonポテンシャルで, (∇N ∗ u)(t, x)は

(∇N ∗ u)(t, x) = − 1

2π

∫
R2

x− y

|x− y|2
u(t, y) dy, t > 0, x ∈ R2

である.

方程式 (P)において重要な性質の 1つは以下の等式が成り立つことである:

(1.1)

∫
R2

u(t, x) dx =

∫
R2

u0(x) dx, t > 0.

性質 (1.1)は質量保存と呼ばれ,
∫
R2 u0(x) dxの値が (P)の非負解の大域的存在・非存在

に大きく関わっている:

Case 1
∫
R2 u0(x) dx > 8π の場合 ([1, 7, 11])

(P)の非負解は有限時間で爆発する.

Case 2
∫
R2 u0(x) dx < 8π の場合 ([2, 6, 7, 8, 10, 14, 15])

(P)の非負解は時間大域的に存在する. また, その解は t → ∞で球対称な (P)

の自己相似解に近づきながら 0に減衰する.

Case 3
∫
R2 u0(x) dx = 8π の場合

(P)の非負解は時間大域的に存在する ([16]). しかし, その解の t → ∞での挙
動は非常に複雑である. これを説明するために, ω 極限集合の概念を導入する.

*1 本研究は Julián López-Gómez氏 (Univ. Complutense de Madrid)と永井敏隆氏 (広島大学)との間

で行われた共同研究 [13]に基づく.
*2 所属: 福井工業高等専門学校一般科目教室自然科学系 Email: yamada@fukui-nct.ac.jp



定義 1.1. u(t, x;u0)を u0 を初期値とする (P)の時間大域解とする. このとき, ω 極限集

合 ω(u0)を以下のように定義する:

w(u0) = {φ | tn → ∞を満たすある数列 tnに対して, lim
n→∞

∥u(tn)− φ∥L∞ = 0}

この ω極限集合の観点から,
∫
R2 u0(x) dx = 8πの場合の結果を整理すると, 以下のよう

になる:

(a) ([5]) u0 log u0, |x|2u0 ∈ L1(R2)の下で,

lim
t→∞

∥u(t)∥L∞ = +∞, lim
t→∞

u(t, ·) = 8πδx0 (測度の意味で)

が成り立つ. ただし δx0 は点 x0 におけるデルタ関数で, x0 は u0 の重心, すなわち

x0 =
∫
R2 xu0(x) dx/(8π)である. 従って, ω(u0) = ∅となる.

(b) ([2, 4, 12]) ある b > 0に対して以下の Lyapunov汎関数の u0 での値

(1.2) Hb[u0] =

∫
R2

(√
u0(x)−

√
θb(x)

)2

(θb(x))
−1/2 dx

が有限である (よって, |x|u0 ∈ L1(R2), |x|2u0 ̸∈ L1(R2) である)ならば, 非負解は

有界な時間大域解で,

lim
t→∞

∥u(t)− θb,x0∥Lp = 0, 1 ≤ p ≤ ∞.

ただし,

θb,x0(x) =
8b

(|x− x0|2 + b)2
, b > 0, x0 ∈ R2

は (P) の定常解で, ∥θb,x0∥L1 = 8π, |x|θb,x0 ∈ L1(R2), |x|2θb,x0 ̸∈ L1(R2) を満

たす. また, x0 は u0 の重心, すなわち, x0 =
∫
R2 xu0(x) dx/8π である. 従って,

ω(u0) = {θb,x0}となる.

(c) ([17]) 0 < a < bとする. このとき,

{θc | a ≤ c ≤ b} ⊂ ω(u0)

が成り立つような非負かつ球対称な初期値 u0 が存在する.

以後, u0 を
∫
R2 u0(x) dx = 8π を満たす非負な L1 関数とする. 本講演では, ω 極限集合

ω(u0)を調べることで, (P)の有界な時間大域解の挙動を考察する.



2 主結果

本講演の 3つの主結果を紹介する. まず (P)の非負解 u(t)が時間大域的で, 以下を満た

すものとする: ある τ > 0に対して

(2.1) sup
t≥τ

∥u(t)∥L∞ < ∞.

このとき, 以下の定理が成り立つ.

定理 2.1. log(1 + |x|)u0 ∈ L1(R2)の下で,

(i) 軌道 {u(t) | t ≥ τ}は L∞ において相対コンパクトである.

(ii) ω 極限集合 w(u0)はコンパクトかつ連結な空でない L∞ の部分集合である.

(iii) w(u0) ⊂ {θb,x0 | b > 0, x0 ∈ R2}.
(iv) さらに, u0 がある点 x0 ∈ R2 に関して球対称であるならば, ω(u0) = {θc,x0 | a ≤

c ≤ b}となる 0 < a ≤ bが存在する.

よって, 既知結果 (b)と定理 2.1の (iv)より有界かつ球対称である非負な (P)の時間大

域解はどちらか一方を満たすことがわかる:

(A) t → ∞のとき, ある定常解に収束する.

(B) 2つの定常解の間を振動する.

次に, 上記の (B) のような解, すなわち, ある点 x0 に関して球対称で, 2 つの定常解の

間を振動する有界かつ非負な (P) の時間大域解は実際に存在することを証明した. よっ

て, 以下の定理は部分的に得られていた [17]の結果を改良し, [2]で提出された予想を肯定

的に解決した定理になっている.

定理 2.2. 0 < a < b, x0 ∈ R2 とする. このとき, x0 に関して球対称である非負な初期値

u0 が存在して, 以下の条件を満たす:

(i) u0 ∈ L1(R2) ∩ L∞(R2),
∫
R2 u0(x) dx = 8π,

∫
R2 xu0(x) dx = 8πx0.

(ii) 十分大きい |x|に対して, C1|x|−4 ≤ u0(x) ≤ C2|x|−4.

(iii) ω(u0) = {θc,x0 | a ≤ c ≤ b}.

最後に, 以下のような有界かつ非負な (球対称とは限らない)(P) の時間大域解も存在

する.



定理 2.3. 0 < a < bとする. また, εn を εn → 0 (n → ∞)を満たす狭義単調減少列とす

る. このとき, tn → ∞ (n → ∞)を満たす狭義単調増加列 tn と以下の条件を満たす非負

な関数 u0 が存在する:

(i) u0 ∈ L1(R2) ∩ L∞(R2),
∫
R2 u0(x) dx = 8π,

∫
R2 xu0(x) dx = 0.

(ii) 十分大きい |x|に対して, C1|x|−4 ≤ u0(x) ≤ C2|x|−4.

(iii) 1 ≤ p ≤ ∞に対して,

∥u(tn)− θa,0∥Lp < εn nが偶数,

∥u(tn)− θb,0∥Lp < εn nが奇数.

よって, (a, 0) と (b, 0) を結ぶ (0,∞) × R2 における連続曲線 {(c(s), x(s)) | 0 ≤
s ≤ 1}が存在して, {θc(s),x(s) | 0 ≤ s ≤ 1} ⊂ ω(u0)を満たす.

本講演では, 関連する既存研究にふれ, 上記の 3つの結果を述べた後, 残りの時間で定理

2.1と定理 2.2の証明を中心に解説する予定である.
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