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1. 最初に

この講演では参考文献 [4] の結果の内, Lp-写像上の Cheeger 型の p-
エネルギー汎関数の最小点としての p-調和写像の構成に関わる部分の
み報告する. なお, [4] では Lp-Wasserstein 空間上の汎関数も扱える形
式で一般的な結果を得ているが, 汎関数が定義される空間の p-一様凸性
と汎関数の λ-凸性の条件がAmbrosio-Gigli-Savaré [1] の方法論に沿う
ため, 一般的であるが種々の場合を網羅するため煩雑な記述となってい
る. しかし target 空間がAlexandrov の意味で global な非正曲率空間
(CAT(0)-空間と呼ぶ)のときにはそこへのLp-写像空間上の Cheeger型
の p-エネルギー汎関数は測地線に沿った凸汎関数になるので, 簡明な対
象となる. なお, 当初は [1] で展開されているような勾配流の構成を基
づく結果を目指していたが, その方向での記述はまだ成功していない.
p-勾配流の構成はある条件下で可能ではあるが, その一意性と半群性が
現時点で保証されていない. このことがこの方向での記述の障害となっ
ている. p = 2の場合は CAT(0)-空間上の下半連続凸汎関数に対して一
意性と半群性が保証された 2-勾配流が [5]によって ([1]ではHilbert 空
間上の L2-Wasserstein 空間上で)構成されているが, 一般の p > 1 で
はこれがまだ不明である. そのかわりに非線形なレゾルヴェント流を
もとにした flow を用いて上記の意味での p-調和写像を p ≥ 2 の場合に
ディリクレ境界値問題の解として構成に成功した. これは p = 2 の場
合の太田慎一氏 [6]によるCheeger型のエネルギー汎関数の 2-調和写像
の構成の拡張になる.

2. レゾルヴェント流の一般枠組みでの結果

ただ, 一般枠での結果に基づく証明なのでこの節では一般枠の結果を
限定された条件下で述べる. 次節で Cheeger 型の p-エネルギー汎関数
に適用した結果を述べる. p ∈]1, +∞ [ を固定する.

2.1. Resolvents. (H, dH) を完備距離空間, E : H →]−∞, +∞ ] を
proper な関数とする. ここで proper とは E の定義域 D(E) := {x ∈
H | E(x) < +∞} が空でないこととする. (H, dH) としては 次節で展
開する完備CAT(0)-空間値 Lp-写像の空間を念頭においており, それは
完備な p-一様凸空間となっている. E としては次節で扱う Cheeger 型
p-エネルギー汎関数を想定している.
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定義 2.1 (Moreau-Yosida 近似, coercivity). E τ : H → [−∞, +∞ ] を

E τ (x) := inf
y∈H

(
E(y) +

1

pτ p−1
d p

H(y, x)

)
, x ∈ H, τ > 0

で定め E のMoreau-Yosida近似, Hamilton-Jacobi半群もしくは Hopf-
Lax formulaと呼ぶ. E が proper であることから, H 上で E τ < +∞
が常に成立する. Eが coercive であるとは τ > 0 と x ∈ H がとれて
E τ (x) > −∞ が成立することとする.

以下, E : H →]−∞, +∞ ] は常に proper で coercive であるとする.
k ∈]0, +∞[ と λ ∈ R に対して, 次の条件を考える：

仮定 2.2. 任意の z ∈ H, x, y ∈ D(E) に対し, γ0 = x かつ γ1 = y を満
たす z に依存してもよい曲線 γ = γz : [0, 1] → H で τ ∈]0, (k/pλ−)q−1[

毎に t 7→ E(γt) + 1
pτp−1 d

p
H(z, γt) が p-strongly

(
k

pτp−1 + λ
)
-convex とな

るものがとれる: すなわち t ∈ [0, 1] と τ ∈]0, (k/pλ−)q−1[ に対し,

E(γt)+
1

pτ p−1
d p

H(z, γt)

≤ (1 − t)E(γ0) + tE(γ1) +
1 − t

pτ p−1
d p

H(z, γ0)

+
t

pτ p−1
d p

H(z, γ1) −
1

2

(
k

pτ p−1
+ λ

)
t(1 − t)d p

H(γ0, γ1).

定義 2.3 (Local slope, global slope, 停留点). E の x ∈ Hでの local
slope を

|∂E|(x) :=

{
lim
y→x

(E(x)−E(y))+

dH(x,y)
x ∈ D(E),

+∞ x /∈ D(E)

で定め D(|∂E|) := {x ∈ H | |∂E|(x) < +∞} とする. E の x ∈ Hでの
global slope lE を

lE(x) := sup
y ̸=x

(E(x) − E(y))+

dH(x, y)

で定める. 点 x ∈ D(|∂E|) が E の停留点とは |∂E|(x) = 0 が満たされ
ることとする.

命題 2.4. E : H →]−∞, +∞] が 仮定 2.2 をある λ ≥ 0 と k ∈]0, +∞[
で満たせば. x ∈ D(E) に対し |∂E|(x) = lE(x) が成立する. このこと
から x ∈ D(E) が停留点であることと最小点であることは同等になる.
また E が下半連続なら |∂E| も下半連続になることがこれからわかる.

仮定 2.2 の下で次が成立する：

命題 2.5 (非線形レゾルヴェントの一意存在). 下半連続な E : H →
]− ∞, +∞] が 仮定 2.2 をある λ ∈ R と k ∈]0, +∞[ で満たすとす
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る. このとき任意の x ∈ H と τ ∈]0, (k/pλ−)q−1[ に対して一意的な元
Jτ (x) ∈ D(E) で

E τ (x) = E(Jτ (x)) +
1

pτ p−1
d p

H(x, Jτ (x))

をみたすものがとれる.

命題 2.6 (仮定 2.2での slope 評価). 下半連続な E : H →]−∞, +∞]
が仮定 2.2 をある λ ∈ R と k ∈]0, +∞[ でみたすとする. x ∈ D(|∂E|)
と τ < (k/pλ−)q−1 に対し

|∂E|q(Jτ (x)) ≤
(

dH(Jτ (x), x)

τ

)p

≤ 2

k + λpτ p−1
· E(x) − E τ (x)

τ

≤ 2

k + λpτ p−1
· 1

q

(
k

k − pτ p−1λ−

)q−1

|∂E| q(x).

この評価から x ∈ D(E) が停留点なら x は Jτ の不動点になる, すな
わち Jτ (x) = x, τ ∈]0, (k/pλ−)q−1[.

定理 2.7 (レゾルヴェント流の極限としての最小点の存在). 下半連続な
E : H →]−∞, +∞[ が仮定 2.2をある λ ≥ 0 と k ∈]0, +∞[ でみたすと
する. 固定した x ∈ H に対し {Jτ (x)}τ≥0 を E に対応するレゾルヴェ
ントとする. infn∈N E(Jτn(x)) > −∞ かつ supn∈N dH(Jτn(x), x) < ∞
をみたす無限遠に発散する部分列 {τn} の存在を仮定する. このとき E
は下に有界であり, E の最小点 x̄ ∈ H で

lim
τ→∞

dH(Jτ (x), x̄) = 0.

をみたすものが存在する. さらに λ > 0 なら最小点は一意である.

3. 上勾配と Cheeger 型 Sobolev 空間

(X, dX) を距離空間で U を開部分集合でm を X 上の Borel 正則測
度で開球の測度が正で有限であるとする. (Y, dY ) を別の完備な測地空
間とする.

定義 3.1 (上勾配). Borel 関数 g : U → [ 0, +∞] が写像 u : U → Y の
上勾配であるとは弧長径数曲線 c : [0, ℓ] → U , に対し

dY (u(c(0)), u(c(ℓ))) ≤
∫ ℓ

0

g(c(s))ds

が成立することとする.
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定義 3.2. 写像 u : U → Y と点 z ∈ U に対し

Lipu(z) := lim
r→0

sup
dX(z,w)=r

dY (u(z), u(w))

r
,

Lip u(z) := lim
r→0

sup
0<dX(z,w)<r

dY (u(z), u(w))

dX(z, w)

とする. z が U の孤立点の場合は Lipu(z) = Lip u(z) = 0 となってい
る. 明らかに U 上で Lipu ≤ Lip u.

Cheeger [2] は局所 Lipschitz関数 f : U → Rに対し Lip f , 従って
Lip f が f の上勾配になることを示した. 同様の議論で 局所 Lipschitz
写像 u : U → Y でも類似のことが成立する. 定点 o ∈ Y を基点として
固定し p ∈ [ 1, +∞[をとりLp

o(U, Y ; m) を基点 o に依存する U から Y
への Lp-写像の空間とする. o を略して Lp(U, Y ; m) と書く.

定義 3.3 (Cheeger型Sobolev空間). u ∈ Lp(U, Y ; m)に対しCheeger型
の u の p-エネルギー汎関数を

Ch(u) := inf
{(ui,gi)}+∞

i=1

lim
i→+∞

∥gi∥p
Lp(U ;m),

で定める. ここで下限は ui が u に Lp-収束して各 gi が ui の上勾配
になる列 {(ui, gi)}+∞

i=1 に渡るものとする. Cheeger型 (1, p)-Sobolev 空
間を

H1,p(U, Y ; m) := {u ∈ Lp(U, Y ; m) | Ch(u) < +∞}.

で定める. 定義から u = v m-a.e. on U なら Ch(u) = Ch(v).

以後 (Y, dY )を完備でAlexandrovの意味で globalに曲率非正の空間
(CAT(0)-空間)とする. u, v ∈ H1,p(U, Y ; m)に対し, dY (u, o), dY (u, v) ∈
H1,p(U, R; m) で Ch(dY (u, o)) ≤ Ch(u), Ch(dY (u, v))1/p ≤ Ch(u)1/p +
Ch(v)1/pが成立する. またH1,p(U, Y ; m)上の距離 dH1,pをu, v ∈ H1,p(U, Y ; m)
に対し

dH1,p(u, v) := dLp(u, v) + ∥gu − gv∥Lp(U ;m)

で定める. ここで gu, gv はそれぞれ u, v ∈ H1,p(U, Y ; m)の極小一般
化上勾配である (その存在は [6]で保証されている). H1,p

0 (U) を {f ∈
H1,p(U) | supp[f ] ⊂ U} の H1,p-閉包とする. v ∈ H1,p(U, Y ; m) に対し

H1,p
v (U, Y ; m) := {u ∈ H1,p(U, Y ; m) | dY (u, v) ∈ H1,p

0 (U)}
とおく. このときH1,p

v (U, Y ; m)は H1,p(U, Y ; m)において距離 dH1,p に
関して閉凸部分集合となる. φ ∈ H1,p(U, Y m)かつ ψ ∈ H1,p

φ (U, Y ; m)な
ら H1,p

φ (U, Y ; m) = H1,p
ψ (U, Y ; m) が容易にわかる. u, v ∈ H1,p

φ (U, Y ; m)

に対し dY (u, v) ∈ H1,p
0 (U) が容易にわかる.

定義 3.4 (調和写像). 写像 φ ∈ H1,p(U, Y ; m)が 調和であるとは

Ch(φ) = inf
u∈H1,p

φ (U,Y ;m)
Ch(u)
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が成立することとする.

以下において ∂U ̸= ∅ とし φ ∈ H1,p(U, Y ; m)を固定する. u0 ∈
Lp

o(U, Y ; m)に対し,

Chτ,φ(u0) := inf

{
Ch(w) +

1

pτ p−1
d p

Lp(w, u0)
∣∣∣ w ∈ H1,p

φ (U, Y ; m)

}
.

定理 3.5 (境界値問題の解としての調和写像の構成). p ≥ 2を仮定す
る.1 φ ∈ H1,p(U, Y ; m)と u0 ∈ Lp(U, Y ; m)に対し, 次が成立する.

(1) τ > 0に対し, Ch τ,φ(u0)の一意的な最小点 Jτ (u0)が H1,p
φ (U, Y ; m)

内に存在する.
(2) 無限遠に発散する部分列 {τn} で {dLp(Jτn(u0), u0)} が有界な
ら. ū0 = limτ→∞ Jτ (u0) が H1,p

φ (U, Y ; m) で存在して Ch(ū0) =

limτ→∞ Ch(Jτ (u0))をみたし, ū0 は定義 3.4の意味で調和写像に
なる.

(3) 非減少上半連続関数 ϕ : [0, +∞[→ [0, +∞[ があって

∥f∥Lp(U ;m) ≤ ϕ (Ch(f)) ∀f ∈ H1,p
0 (U)

が成立すれば, (2) と同じ結論が成立する.
(4) ε > 0 が ∥dY (uo, φ)∥L∞(U\Uε;m) < ∞を満たすようにとれるとす
る. ここで Uε := {x ∈ U | d(x, U c) ≥ ε}. このとき (2) と同じ
結論が成立する.
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1この条件は CAT(0)-空間 (Y, dY ) が p-一様凸空間になるための十分条件である.
(Y, dY ) が p-一様凸空間ならそれに値をとる Lp-写像の空間も p-一様凸空間となり,
変分原理を適用できる.
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