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1. 導入
この講演では，以下のエルゴード型Hamilton-Jacobi-Bellman方程式（HJB方程式）を考える．

λ− 1
2
∆φ+

1
2
c(x)|Dφ|2 + βV = 0 in RN , φ(0) = 0. (EP)

ここでβは実数パラメータを表す．(EP)の未知変数は定数と関数の組 (λ, φ) ∈ R ×C2(RN )で
ある．(EP)はエルゴード問題あるいは加法的固有値問題と呼ばれることもある．この講演では
以下の条件を常に仮定する．

(A1) c ∈W 1,∞(RN )，かつ適当なκ > 0に対してκ ≤ c(x) ≤ κ−1．

(A2) V ∈W 1,∞(RN ), V ≥ 0，かつ |x| → ∞のとき |x|2V (x) → 0．

仮定 (A1)-(A2)の下で次の定理が成り立つ．

定理 1. あるλ∗ = λ∗(β)が存在して，λを固定したとき (EP)が古典解φ ∈ C2(RN )を持つため
の必要十分条件は，λ ≤ λ∗(β)が成り立つことである．

いま，(EP)の一般化主固有値を

λ∗(β) = max{λ ∈ R | (EP)が解φ ∈ C2(RN )を持つ}

により定義する．このとき，関数β 7→ λ∗(β)に対して次が成り立つ．

定理 2. (1) β 7→ λ∗(β)は非正，非増加，凹，かつβ → ∞のときλ∗(β) → −∞．

(2) あるβc ≥ 0が存在して，β ≤ βcのときλ∗(β) = 0，かつβ > βcのときλ∗(β) < 0．

(3) N = 1, 2ならばβc = 0であり，N ≥ 3ならばβc > 0．

さて，λ = λ∗(β)に対応する (EP)の解φの集合をS(β)とおく．

定理 3. (1) β ≥ βc ならば，λ = λ∗(β)に対応する (EP)の解 φは一意的である，つまり
S(β) = {φ}．さらに次が成り立つ．

C−1|x| − C ≤φ(x) ≤ C(1 + |x|) (β > βc) (1)

C−1 log(1 + |x|) − C ≤φ(x) ≤ C log(1 + |x|) + C (β = βc) (2)

(2) β < βcならば，任意のφ ∈ S(β)に対してφ(x) ≤ C log(1 + |x|) + C．
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注意 (臨界性理論). c(x) ≡ 1のとき，(EP)は次に形になる．

λ− 1
2
∆φ+

1
2
|Dφ|2 + βV = 0 in RN .

特に，φがこの方程式の解であることと，関数h := e−φ > 0が線形方程式

−Lh = λh in RN , L :=
1
2
∆ + βV

の正値解であることは同値である．いま，−LのL2(RN )でのスペクトルをσ(−L)と書くこと
にすると， λ∗(β) = inf{z | z ∈ σ(−L)}を満たすことが知られている．この意味で，λ∗(β)は主
固有値の一般化となっている．また，定理3とhの定義より，β > βcならばhは |x| → ∞のと
き指数減少であり，β = βcならば多項式減少であることもわかる．

2. エルゴード的確率制御
(EP)は確率制御問題と密接な関係を持つ．W = (Wt)をフィルター付き確率空間 (Ω,F , P ; (Ft))

上で定義されたN次元 (Ft)-Brown運動とし，以下の確率制御問題を考える．

Minimize Jβ(ξ) := lim sup
T→∞

1
T
E

[∫ T

0

{ |ξt|2

2c(Xξ
t )

− βV (Xξ
t )

}
dt

]

subject to Xξ
t := x−

∫ t

0
ξs ds+Wt, t ≥ 0.

(3)

ここで，ξ = (ξt) : [0,∞) × Ω → RNは (Ft)-発展的可測な制御過程で，任意のT > 0に対して
ess-sup[0,T ]×Ω |ξt| < ∞を満たすものとする．(3)の形の制御問題をエルゴード型確率制御と呼
ぶ．(3)の最適値をΛ(β) := inf

ξ∈A
Jβ(ξ)とし，フィードバック拡散過程を

dXt = −c(Xt)Dφ(Xt) dt+ dWt (X)

で定義するとき，次の定理が成り立つ．

定理 4. (1) 任意の β に対して Λ(β) = λ∗(β)である．また，各 φ ∈ S(β)に対して ξ∗t :=

c(Xt)Dφ(Xt)とおくとき，β ≥ βcならばΛ(β) = Jβ(ξ∗)であり，β ≤ βcならばΛ(β) = Jβ(0)

である．
(2) β ≥ βcのときXは再帰的，特にβ > βcならばXは正再帰的である．一方，β < βcのとき
Xは過渡的である．

注意 (相転移). 定理2から定理4は，β = βcで「相転移」が起こることを示している．さらに，
N ≥ 3のとき βc > 0であるが，これは確率論固有の現象である．実際，以下の決定論的エル
ゴード型制御問題を考える．

Minimize Jβ(ξ) := lim sup
T→∞

1
T

∫ T

0

{ |ξt|2

2c(Xξ
t )

− βV (Xξ
t )

}
dt

subject to Xξ
t := x−

∫ t

0
ξs ds, t ≥ 0.

(4)

(4)は確率項Wを含まないことに注意する．簡単な計算から (4)の最適値はΛ(β) = −max(βV )

であることがわかる．特に，任意のβ > 0に対してΛ(β) < 0である．一方，N ≥ 3のときエル
ゴード型確率制御 (3)の最適値Λ(β)は正の区間 [0, βc]で平坦 (Λ(β) = 0)である．



注意 (h変換). c(x) ≡ 1とする．φ ∈ S(β)に対してh = e−φとおき，シュレディンガー作用素
L = (1/2)∆ + βV のh変換Lhf :=

1
h
L(hf)を計算すると，

(Lh + λ∗(β))f =
1
2
∆f +

Dh

h
·D =

1
2
∆f −Dφ ·D

となる．右辺は拡散過程Xの生成作用素であることに注意する．β ≥ βcのときXは再帰的な
ので，Xに対する不変測度をµ = µ(dx) = µ(x)dxとおくと，µ := e−2φ = h2である．よって，
Xが正再帰的であるための必要十分条件はh ∈ L2(RN )，つまりλ∗(β)がL2(RN )の意味で固有
値となることである．

3. 証明の方針
以下では，定理3の (1)について証明の方針を述べる．以下では次の記法を用いる．

F [ψ](x) := −1
2
∆ψ(x) +

1
2
c(x)|Dψ(x)|2, ψ ∈ C2(RN )

命題 5. β > βcならばλ = λ∗(β)に対応する (EP)の解φがただ一つ存在する．

Proof. 0. まず，β > βcならばλ∗(β) < 0であることに注意する．

1. 適当なρ > 0とR > 0について以下を満たす関数φ0 ∈ C3(RN )を見つける．

λ∗(β) + F [φ0] + βV ≤ −ρ in RN \BR.

(これは十分小さい δ > 0を用いてφ0(x) = δ|x|とすれば実現できる)

2. (EP)の解 (λ, φ)で infRN (φ− φ0) > −∞を満たすものを構成する．
（各 ε > 0ごとに方程式

εφε + F [φε] + βV = εφ0 in RN

を考え，適当な部分列に沿って極限 εφε(0) → λおよびφε − φε(0) → φをとる．その際，ε > 0

について一様な評価式φε ≥ φ0 −Mを導くことが重要である．）

3. 等式λ = λ∗を示す．（確率論的な議論）

4. φの一意性の証明．（確率論的な議論）

1の評価はφ0(x) = δ|x|とおくとき直接計算により

F [φ0] + βV = −δ(N − 1)
2|x|

+
1
2
c(x)δ2 + βV (x) ≤ κ

2
δ2 ≤ −λ∗(β) in RN \BR

とできる．

命題 6. β = βcならばλ = λ∗(β)に対応する (EP)の解φが一意的に存在する．

Proof. 0. まずλ∗(βc) = 0であることに注意する．

1. 適当なR > 0について以下を満たす関数φ0 ∈ C3(RN )を見つける．

F [φ0] + βcV ≤ 0 in RN \BR.



(十分小さい δ > 0を用いてφ0(x) = δ log |x|とすれば実現できる)

2. βcに収束する任意の減少列{βn}とφn ∈ S(βn)に対して，評価式φn ≥ φ0 −Mを示す．

3. n→ ∞のときの極限φn → φをとる．λ∗(βn) → λ∗(βc) = 0に注意．

1については，N = 2ならばβc = 0なのでφ0 ≡ 0ととれば良い．N ≥ 3のときはφ0(x) = δ log |x|
とおくと，直接計算により

F [φ0] + βV ≤ −δ(N − 2)
2|x|2

+
κδ2

2|x|2
+ βcV (x) ≤ 0 in RN \BR

が示される．最後の評価式で仮定 |x|2V (x) → 0を用いていることに注意．

4. 一般化
以下のエルゴード型HJB方程式を考える．

λ− 1
2
∆φ+

1
m
c(x)|Dφ|m + βV = 0 in RN , φ(0) = 0. (EP)

ただし，以下を仮定する．

(A1) c ∈W 1,∞(RN ), κ ≤ c(x) ≤ κ−1

(A2) m > 1

(A3) V ∈W 1,∞(RN ), lim
|x|→∞

|x|m∗
V (x) = 0, minV < 0 < maxV

このとき以下が成り立つ．

定理 7. (1) β 7→ λ∗(β)は非正，凹，かつ |β| → ∞のときλ∗(β) → −∞．

(2) 定数β ≥ 0, β ≤ 0が存在して，β ≤ β ≤ βのときλ∗(β) = 0，かつβ > β, β < βのとき
λ∗(β) < 0．

(3) N ≥ 3かつm ≥ 2ならばβ < 0 < β．

(4) N = 2のとき，m > 2ならばβ < 0 < β，m = 2ならばβ = β = 0．

注意. (EP)がドリフト項 b(x) ·Dφ を含む場合も同様の問題を考えることができる．ただし，
この場合はλ∗(β) = Λ(β)となるとは限らない．
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