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この講演では, p-放物型方程式の解の超縮小性と対数型ソボレフの不
等式の同値性について考える.
以下, p > 2, n ∈ N とする. Rn 上の十分滑らかな函数 f ≥ 0 に対し

て, f の (Lebesgue 測度に関する）エントロピーを

Ent(f) =

∫
f log fdx−

∫
fdx log

∫
fdx (1)

で定義する. 本講演を通して, 定義域を明示しない積分は Rn 上で考え
ているものとする. Gentil [13, Theorem 1.1] が与えた対数型 Sobolev
の不等式は以下のものである：

Ent(|f |p) ≤ n

p

∫
|f |pdx log

Lp

∫
|Df |p dx∫
|f |p dx

 , f ∈ W 1,p(Rn). (2)

ただし,

Lp =
p

n

(
p− 1

e

)p−1

π−p/2

 Γ
(
n
2
+ 1
)

Γ
(
n p−1

p
+ 1
)
p/n

(3)

であり, また, この Lp は不等式 (2) における最良定数である. なお, 不
等式 (2) は Hamilton-Jacobi 方程式などを使って導くことができる.
次に, p-放物型方程式に対する Cauchy 問題{

ut(x, t)−∆pu(x, t) = 0 in Rn × (0,∞),
u(·, 0) = u0 in Rn (4)

を考える. ただし,
∆pv = div(|Dv|p−2Dv)

であり, 初期値 u0 は仮定

0 ≤ u0 ∈ L1
loc(Rn), sup

s≥r

[
s−(n+

p
p−2)

∫
|x|≤s

u0(x) dx

]
< ∞, r > 0

(5)
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を充たすとする. このとき, [7] より, ある T ∗ ∈ (0,∞] が存在して,
Cauchy 問題 (4) は Rn × (0, T ∗) 上で唯一つの弱解を持つことが知ら
れている. 以下, f ∈ Lγ(Rn) (γ > 0) に対して,

∥f∥γ =

(∫
|f(x)|γdx

)1/γ

とおく.

Theorem 1. 不等式 (2) が成立するとする. また, u0 は (5) を充た
し, ある α > 0 に対して, e−u0 ∈ Lα(Rn) となるとする. このとき, す
べての β ∈ (α,∞) と t ∈ (0, T ∗) に対して, e−u(·,t) ∈ Lβ(Rn) であり,
不等式

∥e−u(·,t)∥β ≤ ∥e−u0∥α
(
nLpe

p−2

pp+1t

β − α

αβ

)n
p

β−α
αβ

(
β

1
β

α
1
α

)−n(p−1)
p

(6)

が成立する.

次の条件を考える：{
u0 は Rn 上で非負かつ Lipschitz 連続で, ある θ ∈ (0, 1]
に対して Du0 が Rn 上で局所 θ-Hölder 連続である.

(7)

このとき, (7) なら (5) が成立することに注意しよう.

Theorem 2. α > 0, t0 > 0 とする. 不等式 (6) が, e−u0 ∈ Lα(Rn)
かつ (7) を充たす u0 と, β ∈ (α,∞) および t ∈ (0, t0) に対して成立
するとする. このとき, 不等式 (2) が成立する.

References

[1] M. Bardi and I. Capuzzo-Dolcetta, Optimal Control and Viscosity
Solutions of Hamilton-Jacobi-Bellman Equations, Birkhäuser, Boston,
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equations, Vol. 2 (Pont-á-Mousson, 1997), 54–65, Pitman Res. Notes
Math. Ser., 384, Longman, Harlow, 1998.

[20] M. Ohnuma, On a comparison principle for singular degenerate para-
bolic equations with a 0-th order term Proceedings of the Third World



Congress of Nonlinear Analysts, Part 3 (Catania, 2000). Nonlinear Anal.
47 (2001), 1693–1701.

E-mail address: yfujita@sci.u-toyama.ac.jp


