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次の非線形消散型波動方程式の初期値境界値問題を考える． ∂2
t u−∆u+ a(x)∂tu+ |u|p−1u = 0, t > 0, x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,
u(0, x) = u0(x), ∂tu(0, x) = u1(x), x ∈ Ω.

(1)

ここで，Ω は Rn（n ≥ 2）の外部領域で滑らかな境界をもつもの，または Ω = Rn（n ≥ 1）
とする．u = u(t, x) は実数値の未知関数とし，a(x) は正値かつ滑らかな関数で，すべて
の導関数が有界であるとする．また初期値 (u0, u1) は H1

0 (Ω) × L2(Ω) に属するとする．
非線形項の指数 pは

1 < p < ∞ (n = 1, 2), 1 < p ≤ n

n− 2
(n ≥ 3)

をみたすとする．このとき，(1)の時間大域解 u ∈ C([0,∞);H1
0 (Ω))∩C1([0,∞);L2(Ω))

の一意存在を標準的な議論で示すことができる．
目標は，解のエネルギー

E(t) :=
1

2

∫
Ω

(|∂tu(t, x)|2 + |∇u(t, x)|2) dx+
1

p+ 1

∫
Ω

|u(t, x)|p+1 dx

および重み付き L2 ノルム ∫
Ω

a(x)|u(t, x)|2 dx
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の減衰評価を与えることである．特に，摩擦項の係数 a(x)の大きさ，非線形項の指数 p，
初期値の空間遠方での減衰度の 3つの要素が解の減衰に与える影響について明らかにする
ことが目標である．
この問題について，Nishihara [2]により，Ω = Rn，かつ，初期値がコンパクト台をも
つ場合に，次のような減衰評価が示された：
(i) a(x) = a0⟨x⟩−α (a0 > 0, α ∈ [0, 1)) のとき，

(1 + t)E(t) +

∫
Ω

a(x)|u(t, x)|2 dx ≤ C(1 + t)−
n−α
2−α +δ. (2)

ただし，⟨x⟩ = (1 + |x|2)1/2 であり，δ は任意の正数である．
(ii) a0⟨x⟩−α ≤ a(x) ≤ a1⟨x⟩−α (a0, a1 > 0, α ∈ [0, 1)) のとき，

(1 + t)E(t) +

∫
Ω

a(x)|u(t, x)|2 dx

≤ C


(1 + t)−

4
2−α ( 1

p−1−
n−α

4 ) (p > psubc(n, α)),

(1 + t)−
2

p−1 log(2 + t) (p = psubc(n, α)),

(1 + t)−
2

p−1 (p < psubc(n, α)).

(3)

ただし，ここで

psubc(n, α) = 1 +
2α

n− α
(4)

である．
上の Nishihara [2]の結果から次のことがわかる：まず，a(x)が (i)の条件をみたすと
き，すなわち a(x) = a0⟨x⟩−α (a0 > 0, α ∈ [0, 1))のときは，(i), (ii)両方の結果が適用
できる．このとき，まず p > pF (n− α) = 1 + 2

n−α（優臨界）の場合は，式 (2)が最も速
い減衰を与える．式 (2)の右辺はすでに知られている線形問題の解の減衰レートと同じで
あり，これから優臨界の場合は，非線形項は摂動とみなせて，解は線形解と同じ速さで減
衰することがわかる．次に 1 < p < pF (n− α)（劣臨界）の場合は，式 (3)が最も速い減
衰を与える．これは線形解の減衰よりも速く，吸収型非線形項の影響により解の減衰が速
くなっていることを表している．また，式 (4)で与えられる指数を境に，解の減衰の速さ
がさらに変化することがわかる．
本研究では，Nishihara [2] の結果の初期値の台のコンパクト性の仮定を取り除き，初
期値の空間遠方の減衰度と解の減衰度の関係を調べた．また，摩擦項の係数 a(x) につい
て，特に (i)の結果で a(x) = a0⟨x⟩−α の形に限定されていた部分を，より一般的な a(x)

に対するものに拡張を行なった．以下が本講演の主結果である．
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定理 1. (i) ある a0 > 0と α ∈ [0, 1)が存在して，
lim

|x|→∞
|x|αa(x) = a0

が成立するとする．また，ある λ ∈ [0, n−α
2−α ) が存在して，初期値は∫

Ω

[
(|u1(x)|2 + |∇u0(x)|2 + |u0(x)|p+1)⟨x⟩α + |u0(x)|2⟨x⟩−α

]
⟨x⟩λ(2−α) dx < ∞ (5)

をみたすとする．このとき，任意の t > 0に対して

(1 + t)E(t) +

∫
Ω

a(x)|u(t, x)|2 dx ≤ C(1 + t)−λ.

(ii) ある a0, a1 > 0, α ∈ [0, 1) が存在して，
a0⟨x⟩−α ≤ a(x) ≤ a1⟨x⟩−α

が成立するとする．また，ある λ ∈ [0,∞) が存在して，初期値は (5) をみたすと
する．このとき，任意の t > 0に対して

(1 + t)E(t) +

∫
Ω

a(x)|u(t, x)|2 dx

≤ C



(1 + t)−λ (λ < min{ 4
2−α (

1
p−1 − n−α

4 ), 2
p−1}),

(1 + t)−λ log(2 + t) (λ = min{ 4
2−α (

1
p−1 − n−α

4 ), 2
p−1}, p ̸= psubc),

(1 + t)−λ(log(2 + t))2 (λ = 4
2−α (

1
p−1 − n−α

4 ) = 2
p−1 i.e. p = psubc(n, α)),

(1 + t)−
4

2−α ( 1
p−1−

n−α
4 ) (λ > 4

2−α (
1

p−1 − n−α
4 ), p > psubc(n, α)),

(1 + t)−
2

p−1 log(2 + t) (λ > 2
p−1 , p = psubc(n, α)),

(1 + t)−
2

p−1 (λ > 2
p−1 , p < psubc(n, α)).

注意 2. a(x)が (i)の条件をみたす場合は，(i), (ii)両方の結果を適用できる．この場合
に，(n, α) = (3, 1

2 ) のときの重み付き L2 ノルム
∫
Ω

a(x)|u(t, x)|2 dx の減衰率を p-λ平
面内に図示したものが以下の図 1である．
p を固定して λ を 0 から増加させていくとき，はじめのうち解は λ の増加に応じて

(1 + t)−λ の減衰度をもつ．これは初期値の減衰度が速くなるのに応じて解の減衰も速
くなっていくことを示している．しかし，λ がある閾値（図内の曲線）に到達してから
は，解の減衰度はそれ以上は速くならずに一定の値をとる．また，λの閾値となる曲線上
では log オーダーのロスが発生する．さらに，p = psubc(n, α) の直線上では，λ の閾値
λ = n−α

α を超えたところで logオーダーのロス，ちょうど閾値 λ = n−α
α のところで log

の 2乗オーダーのロスが発生する．
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n−α
2−α

n−α
α

1 psubc(n, α) pF (n− α)
p

λ

(1 + t)−λ

(1 + t)−
4

2−α ( 1
p−1−

n−α
4 )

(1 + t)−
2

p−1(1 + t)−λ log(2 + t)

(1 + t)−λ log(2 + t)

(1 + t)−
2

p−1 log(2 + t)

(1 + t)−λ(log(2 + t))2

(1 + t)−
n−α
2−α +δ

λ = 4
2−α (

1
p−1 − n−α

4 )

λ = 2
p−1

図 1 Classification of decay rates in p-λ plane when (n, α) = (3, 1
2
)
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