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本講演の内容は，New York大学のKatherine Zhiyuan Zhang氏との共同研究に
基づくものである．圧縮粘性流体の定常流を論じる．圧縮粘性流体の運動は，次
のNavier–Stokes方程式で記述される．

ρt + div(ρu) = 0, (1a)

ρ{ut + (u · ∇)u} = µ1∆u+ (µ1 + µ2)∇(divu)−∇p(ρ). (1b)

ここで，ρ, u = (u1, u2, u3)は，それぞれ密度，速度を表す未知関数である．関数
pは圧力を表し，p(ρ) := Kργで与えられるとする．ここで，K > 0及び γ ≥ 1は
定数である．粘性係数 µ1, µ2は，µ1 > 0と 2µ1 + 3µ2 ≥ 0を満たす定数とする．
次の摂動半空間Ωにおいて，方程式系 (1a), (1b)の初期値境界値問題を取り扱う．

Ω := {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 |x1 > M(x2, x3)}, M ∈ H9(R2).

初期値及び境界値は，次にように課す．

(ρ,u)(0, x) = (ρ0,u0)(x), (1c)

u(t,M(x2, x3), x2, x3) = ub(x2, x3) = (ub1, ub2, ub3)(x2, x3), (x2, x3) ∈ R2, (1d)

lim
x1→∞

(ρ, u1, u2, u3)(t, x1, x2, x3) = (ρ+, u+, 0, 0). (1e)

初期値 ρ0は強正値性を，境界値ubは流出条件を満たすとする．すなわち，

inf
x∈Ω

ρ0(x) > 0, inf
x∈∂Ω

(ub · n)(x) > 0.

ここで，nは領域 Ωの外向き単位法線ベクトルである．無限遠の値 (ρ+, u+)は，
以下を満たす定数とする．第二式は超音速条件である．

ρ+ > 0,
|u+|√
p′(ρ+)

> 1. (2)

Navier–Stokes方程式 (1a), (1b)の初期値境界値問題は古くから研究され，多く
の研究成果が報告されている．とくに，Kawashima–Nishibata–Zhu [1]は，1次元
半空間において定常解の存在と安定性を証明した．その後，Kagei–Kawashima [2]

により，3次元半空間においても同様な結果が示された．この結果を半空間から
曲がった境界を持つ領域へ拡張することは興味深い．本講演では，摂動半空間Ω

において問題 (1)の定常解の存在と安定性について論じる．
主結果を述べるために，1次元半空間における定常解 (ρ̃, ũ)(x1) の存在定理を紹

介する．この定常解は次を満たす．

(ρ̃ũ)′ = 0, (ρ̃ũ2 + p(ρ̃))′ = (2µ1 + µ2)ũ
′′, x1 > 0,

ũ(0) = ũb, lim
x1→∞

(ρ̃, ũ)(x1) = (ρ+, u+), inf
x1∈R+

ρ̃(x1) > 0.

ここで，ũbは定数であり，δ̃ := |ũb − u+|と定める．
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定理 1 ([1]). 無限遠の値 (ρ+,u+)は (2)を満たすとする．このとき，ある定数wc < 1

があって，定常解 (ρ̃, ũ)が存在するための必要十分条件は，次で与えられる．
u+ < 0 かつ ũb < wcu+. (3)

境界値ub− (ũb, 0, 0) ∈ H13/2(∂Ω)の拡張をU ∈ H7(Ω)と表し，δを次で定める．
δ := ∥ub − (ũb, 0, 0)∥H13/2(∂Ω) + δ̃

このとき，半空間の定常解 (ρ̃, ũ)(M̃(x))と拡張U(x)の和からの摂動を考え，問題
(1)の定常解 (ρs,us)(x)を構成した．ここで，M̃(x) := x1−M(x2, x3), ũ = (ũ, 0, 0)

である．また，正定数 αに対して，関数空間 L2
α(Ω)を次で定める．

L2
α(Ω) :=

{
f ∈ L2(Ω)

∣∣ ∥f∥L2
α
< ∞

}
, ∥f∥2L2

α
:=

∫
Ω

eαx1|f |2 dx.

定常解 (ρs,us)の存在と安定性は，以下の定理にまとめられる．ここでは，領
域Ωの境界を表す関数M のノルムには，如何なる制限も課されていない．
定理 2. 無限遠の値 (ρ+, u+)は (2)及び (3)を満たすとする．このとき，ある正定
数 βと ε0 = ε0(β,Ω)があって，δ ≤ ε0ならば，問題 (1)は定常解 (ρs,us)を持つ．
この定常解は次を満たし，そのような定常解は唯一つである．

(ρs − ρ̃ ◦ M̃,us − ũ ◦ M̃ − U) ∈ L2
β(Ω) ∩H5(Ω),

∥(ρs − ρ̃ ◦ M̃,us − ũ ◦ M̃ − U)∥2L2
β
+ ∥(ρs − ρ̃ ◦ M̃,us − ũ ◦ M̃ − U)∥2H5 ≤ C0δ.

ここで，C0 = C0(β,Ω)は βとΩに依る正定数である．
定理 3. 無限遠の値 (ρ+, u+)は (2)及び (3)を満たすとする．このとき，ある正定
数 ε0 = ε0(β,Ω)があって，∥(ρ0− ρs,u0−us)∥H3 + δ ≤ ε0であり，初期値 (ρ0,u0)

が両立条件を満たすならば，問題 (1)は時間大域解 (ρ,u)を持つ．この大域解は
次を満たし，そのような大域解は唯一つである．

ρ− ρs ∈ ∩1
i=0C

i([0,∞);H3−i(Ω)), u− us ∈ ∩1
i=0C

i([0,∞);H3−2i(Ω)).

さらに，次の減衰評価が成り立つ．
lim
t→∞

sup
x∈Ω

|(ρ− ρs,u− us)(t, x)| = 0.

論文 [2]では境界条件ub = (ũb, 0, 0)を採用している．この境界条件に対して定
理 2, 3を適用できる．さらに，∥M∥H9 ≪ 1ならば，定理 2, 3における ε0, C0は
Ωに依らないことが分かり，境界条件 ub = ũbnに対しても，定理 2, 3を適用で
きる．
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