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本講演の内容は，河備浩司氏（慶應義塾大学），楠岡誠一郎氏（京都大学）との
共同研究 [4, 5]に基づく．

1 研究の背景
Rdの領域Λとポテンシャル関数 U : R → Rについて

ρU(dϕ) =
1

Γ
exp

[
−
∫
Λ

U(ϕ(x))dx

]
µ(dϕ), ϕ ∈ D′(Λ)

と書かれる確率測度を構成しようという問題がある．µは平均がゼロでGreen関数
(1−∆)−1を共分散とするような，超関数空間D′(Λ)上のGauss測度である．また Γ
は正規化定数である．このような確率測度 ρU は，Euclid化された場の量子論と深く
関係している．この確率測度 ρU の動的なモデル，すなわち ρU を不変測度としても
つようなMarkov過程を構成しようという問題が，ParisiとWu [6]によって提唱さ
れた「確率過程量子化」である．このようなMarkov過程は，形式的には次の確率偏
微分方程式の解として構成される．

∂tΦ =
1

2
(∆− 1)Φ− U ′(Φ) + ξ.

ここで ξは「時空ホワイトノイズ」と呼ばれる，平均がゼロで共分散E[ξ(t, x)ξ(s, y)] =
δ(t− s)δ(x− y)を持つGauss型確率変数の族である．この方程式の解Φのエルゴー
ド性を示すことで，確率測度 ρU の性質を調べることができる．
ただ，d ≥ 2の場合はΦは真に超関数に値を取る確率変数となってしまい，U ′(Φ)

を文字通り定義することはできない．そこで，不都合な項を取り除く「繰り込み」と
いう操作が必要になる．d = 2, U(ϕ) = ϕ2m (m ∈ N)の場合は，AlbeverioとRöckner
[1]や Da PratoとDebussche [2]によって解が構成されている．d = 3, U(ϕ) = ϕ4の
場合は，Hairer [3]の「regularity structureの理論」による構成などがある．
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2 問題と主結果
本講演では，次の方程式の解の定義と時間大域的可解性を議論する．

∂tΦ =
1

2
(∆− 1)Φ− α

2
: exp(αΦ) : + ξ, t > 0, x ∈ T2. (1)

ここで T2 = (R/2πZ)2であり，αは固定した実数である．すなわち，次のような確
率測度に付随した確率過程量子化方程式である．

ρexp(dϕ) =
1

Γ
exp

[
−
∫
T2

: exp(αϕ(x)) : dx

]
µ(dϕ), ϕ ∈ D′(T2). (2)

前述の通りΦは真に超関数に値を取るので，非線形項 exp(αϕ)から不都合な項を取
り除く繰り込みが必要である．: exp(αϕ) :は繰り込みを施された非線形項を表し，形
式的には次のように書かれる．

: exp(αϕ) : = exp

(
αϕ− α2

2
∞
)
.

本講演では次の結果について報告する．
定理 1 ([4, 5]) α2 < 8πとする．このとき確率測度 (2)はwell-definedである．また
ρexp(O) = 1となる可測集合Oが存在し，任意の ϕ ∈ Oに対して，Φ|t=0 = ϕとなる
ような方程式 (1)の時間大域解が確率 1で一意的に存在する．
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