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本講演では, 次の非線形拡散方程式に対する時空均質化問題について考察する.
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, x ∈ Ω, t ∈ I,

|uε|p−1uε(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ I, uε(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω.

ただし, Ω ⊂ RN , N ≥ 1は滑らかな境界 ∂Ωを持つ有界領域, I = (0, T ), 0 < p, r, ε < +∞と
し, 初期データφは簡単のため滑らかな関数とする. 以下では, □ = (0, 1)N , J = (0, 1)とし,

a = a(y, s) : RN × R → RN×Nは滑らかかつ (□ × J)-周期的なN ×N対称行列場で一様楕円
性条件, すなわち, あるλ > 0が存在し, 任意の ξ ∈ RNに対して

λ|ξ|2 ≤ a(y, s)ξ · ξ ≤ |ξ|2 for all (y, s) ∈ RN+1

を満たすものとする. ここで, rは係数行列a(xε ,
t
εr )の時空間周期の対数比に対応していること

に注意する. また (Pε)は, 0 < p < 1ならばFast Diffusion 方程式, 1 < p < +∞ならば多孔質
媒体方程式を表し, 特に, p = 1のとき, 線形拡散方程式を表す.

(周期的)均質化問題は, 周期 εで振動する係数行列を伴う偏微分方程式に対して, ε → 0+と
したときに解uεの漸近挙動やその極限が満たす方程式 (均質化方程式)を調べる問題である. 本
講演では, (Pε)に対して, ε → 0+としたときに解 uε の極限が満たす均質化方程式について考
察する. 特に, 均質化方程式に現れる係数行列 (均質化行列) が, 対数比rに応じてどのように表
現されるか, また非線形拡散の特徴がどのように反影されるかについて焦点を当てる.

線形拡散に対するこの問題への取り組みは, 漸近展開法 [3]に基づいた形式的な議論によって
70年代頃から進められており, その後 [5]によって正当化されている. その際, 均質化行列は常
に定数行列であり, rの値に応じて異なる表現を持つことが示された. さらに, 非線形拡散に拡
張した [4], [6], [8]なども知られている. ここでは, 方程式を一般化しているため, 均質化方程式
を導出する程度に留まり, 線形拡散の場合のように均質化行列の特定までは行われていない.

本講演では, 均質化行列に方程式の非線形性の影響がどのタイミングでどのように現れるか
について考察する. さらに, Fast Diffusion方程式と多孔質媒体方程式による非線形拡散の違い
が, 均質化行列の定性的性質にどのような影響をもたらすか注目する. その際, [5]でも用いられ
た時空 2スケール収束理論を用いる. これは Nguetseng [7]及び, Allaire [2]によって確立され
た2スケール収束理論の時空均質化版である.

定義 1 (時空 2スケール収束). 1 < q < ∞, 0 < r < +∞とする. wε ∈ Lq(Ω × I)が
w0 ∈ Lq(Ω× I ×□× J)に時空2スケール収束するとは, 任意のΦ ∈ Lq′(Ω× I;Cper(□× J))
に対して以下が成り立つことを意味する.

lim
ε→0+

∫ T

0

∫
Ω

wε(x, t)Φ(x, t,
x
ε ,

t
εr ) dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

∫ 1

0

∫
□
w0(x, t, y, s)Φ(x, t, y, s) dydsdxdt.

ただし, 1
q + 1

q′ = 1, Cper(□ × J) は□ × J-周期的な連続関数の空間を表す. またこのとき,

wε
2,2
⇀ w0 in Lq(Ω× I ×□× J)と記述する.

時空2スケール収束理論を用いることで, 均質化方程式が以下のように特定される.
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定理 1 (均質化定理 [1]). 各 ε > 0に対してuε ∈ W 1,2(I;H−1(Ω))は |uε|p−1uε ∈ L2(I;H1
0 (Ω))

を満たす (Pε)の一意弱解とする. このとき, ある部分列 (εn) ⊂ (ε)とu0 ∈ W 1,2(I;H−1(Ω))及
び, v1 ∈ L2(Ω× I;L2(J ;H1

per(□)/R))が存在し,

uεn → u0 weakly in W 1,2(I;H−1(Ω)),

|u0|p−1u0 ∈ L2(I;H1
0 (Ω)), |uεn |p−1uεn → |u0|p−1u0 weakly in L2(I;H1

0 (Ω)),

a( x
εn
, t
εrn
)∇|uεn |p−1uεn

2,2
⇀ a(y, s)(∇|u0|p−1u0 +∇yv1) in [L2(Ω× I ×□× J)]N

が成り立つ. ただしH1
per(□)/R = {ρ ∈ H1

loc(RN ) : ρ is □-periodic and
∫
□ ρ(y) dy = 0}とす

る. さらに, u0は次の均質化方程式の弱解となる.

(P0)

{
∂tu0(x, t) = div jhom(x, t), x ∈ Ω, t ∈ I,

|u0|p−1u0(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ I, u0(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω.

ただし jhom : Ω× I → RNは次の均質化された拡散束を表す関数とする.

jhom(x, t) :=

∫ 1

0

∫
□
a(y, s)

(
∇|u0|p−1u0(x, t) +∇yv1(x, t, y, s)

)
dyds. (1)

さらに (1)を均質化行列ahomとベクトル∇|u0|p−1u0の積として表すことができる.

定理 2 (均質化行列の表現 [1]). 指数 pを 0 < p < 2とする. また, 関数u0 ∈ W 1,2(I;H−1(Ω))

を |u0|p−1u0 ∈ L2(I;H1
0 (Ω))を満たす (P0)の弱解とする. このとき, jhom = ahom∇|u0|p−1u0と

表すことができ, 均質化行列ahom : Ω× I → RN×Nは次のように特徴づけられる.

(i) 0 < r < 2の場合, ahomは定数行列で, 以下によって与えられる.

ahomek =

∫ 1

0

∫
□
a(y, s) (∇yΦk(y, s) + ek) dyds. (2)

ただし, ekはRNの標準基底のk番目の基本ベクトルを表し, Φk ∈ L2(J ;H1
per(□)/R) は

次のセル問題の一意的な超関数解とする.

−divy (a(y, s)[∇yΦk(y, s) + ek]) = 0 in D ′
per(□× J).

(ii) r = 2の場合, ahomは (2)と同様に特徴づけられるが, Φkは (x, t) ∈ Ω× Iに対して, 次の
セル問題の超関数解とする.

1

p
|u0(x, t)|1−p∂sΦk(x, t, y, s)− divy (a(y, s) [∇yΦk(x, t, y, s) + ek]) = 0

in D ′
per(□×J). よって, ahomは (x, t)の関数である. ただし, 1 < p < 2 (porous medium)

のとき, u0(x, t) = 0となる (x, t) ∈ Ω × Iに対して, Φk(x, t, ·, ·) ≡ 0とする. すなわち,

ahom(x, t)はa(y, s)の単純平均である.

(iii) 2 < r < +∞の場合, ahomは定数行列で, 以下によって与えられる.

ahomek =

∫
□
⟨a(y, s)⟩s(∇yΦk(y) + ek) dy, ⟨a(y, s)⟩s :=

∫ 1

0
a(y, s) ds.

ここで, Φk ∈ H1
per(□)/Rは次のセル問題の一意的な超関数解とする.

−divy (⟨a(y, s)⟩s[∇yΦk(y) + ek]) = 0 in D ′
per(□).

特に, r ̸= 2に対して, u0は一意的に定まり, (uε)はu0へ全列収束する.



各セル問題の解Φkを用いることで, 均質化行列に関する以下の性質が得られる.

命題 1 (均質化行列の定性的性質 [1]). 定理2の仮定の下, 次の (i), (ii)が成り立つ.

(i) (一様楕円性) 一様楕円性の仮定で与えられる定数λ > 0に対して

λα ≤ ahom(x, t)ξ · ξ ≤ α, α =

N∑
k=1

(1 + ∥∇yΦk(x, t, ·, ·)∥2L2(□×J))|ξk|
2

が任意のξ ∈ RNに対して成り立つ. ただし, Φkは定理2で現れたパラメータ0 < r < +∞
に対応するセル問題の超関数解である.

(ii) (対称性と非対称性)「r ̸= 2」または「r = 2かつu0(x, t) = 0」のとき, ahom(x, t)は対称
であり, 「r = 2かつu0(x, t) ≠ 0」のとき, ahom(x, t)は非対称である.

さらに, 定理1で得られたv1はセル問題の解Φkを用いて

v1 =
N∑
k=1

∂xk
|u0|p−1u0Φk

と表されることに注意すると, ∇yv1を修正項とした次の (Pε)の解の勾配に対する強収束性が得
られ, それに伴い, 解の時間微分に対する修正項つきの強収束性も得られる.

定理 3 (Corrector results [1]). 定理2の仮定の下, Φkをパラメータ0 < r < +∞に対応するセ
ル問題の解とする. このとき, εn → 0+とすると以下が成り立つ.∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∇|uεn |p−1uεn −∇|u0|p−1u0 −
N∑
k=1

(
∂xk

|u0|p−1u0
)
∇yΦk

(
x, t, x

εn
, t
εrn

) ∣∣∣2 dxdt → 0.

さらに, 時間微分に対しても以下が成り立つ.∫ T

0

∥∥∥∥∂tuεn − ∂tu0 − div
[
a
(

x
εn
, t
εrn

)(
∇|u0|p−1u0 +

N∑
k=1

(
∂xk

|u0|p−1u0
)
∇yΦk

(
x, t, x

εn
, t
εrn

))
−
〈
a(y, s)

[
∇|u0|p−1u0 +

N∑
k=1

(∂xk
|u0|p−1u0)∇yΦk(x, t, y, s)

]〉
y,s

]∥∥∥∥2
H−1(Ω)

dt → 0.
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