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1. 導入
T > 0, dを2以上の整数, Ω = (R/Z)d, g : Ω× [0, T ) → Rを滑らかな既知関数とし, 任
意の t ∈ [0, T )に対してUt ⊂ Ωを滑らかな境界Mt := ∂Utを持つ開集合とする. Mtの
法速度ベクトルが

v = h+ gn on Mt, t ∈ (0, T ) (1)

を満たすとき, {Mt}t∈[0,T )を外力項付き平均曲率流と呼ぶ. ここで h, nはそれぞれMt

の平均曲率ベクトル, 内向き単位法線ベクトルである. gが定数のときは, (1)は結晶成
長の方程式として知られている. 本講演では, gが滑らかではないときの (1)の弱解の存
在性について考察する.

2. フェイズフィールドモデル
T, ε > 0, W (s) = (1− s2)2/2とおく. 本講演では以下のAllen-Cahn方程式を考える: εφε

t = ε∆φε − W ′(φε)

ε
− (gε + ε−γrε)

√
2W (φε), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

φε(x, 0) = φε
0(x), x ∈ Ω.

(2)

ここで, γ ∈ (0, 1
2
), gε は sup(x,t)∈Ω×(0,T ) |∇gε(x, t)| ≤ ε−γ を満たす滑らかな関数,

rε(x, t) := ε tanh−1(φε(x, t)) である. さらに, |φε| ≥ 1のときは rε が定義できない
ため, maxx∈Ω |φε

0| < 1を仮定する. これと最大値原理により rεはwell-definedとなる.

本講演では, (2)の ε→ 0としたときの解の特異極限が (1)の弱解になることを示す.

注意 1. gε ≡ 0, ε→ 0としたとき, (2)の解のゼロレベルセットM ε
t = {x ∈ Ω |φε(x, t) =

0}は平均曲率流の弱解に収束することが知られている(例えば [1]参照). ε−γrε
√

2W (φε)

は後述の補題5を成り立たせるために付け加えた項である. rεがM ε
t の符号付距離関数

の近似とみなせることから, ε−γrε
√

2W (φε)はM ε
t の近傍ではほぼ0だといえ, 実際, 本

講演における弱解の枠組では, ε→ 0としたとき消える項となっている.

3. 主結果
まず, 本講演で考察する弱解の定義を述べる.

定義 2 (L2-flow). T > 0とし, {µt}t∈(0,T )をΩ上のRadon測度, dµ := dµtdtとする. 以
下が成り立つとき, {µt}t∈(0,T )をL2-flowとよぶ:

1. 殆ど至る所の t ∈ (0, T )に対し, µtは (d − 1)-integral, 即ち, (d − 1)-rectifiableな
集合Mtと関数 θt : Mt → Nが存在して dµt = θtdHd−1⌊Mt が成り立つ. ここで
dHd−1⌊MtはMtに対する (d− 1)-次元Hausdorff測度である. さらに,∫

Ω

div Txµt g dµt = −
∫
Ω

h · g dµt, ∀ g ∈ (C1
c (Ω))

d
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を満たすh ∈ L2(µt;Rd)(一般化された平均曲率ベクトル)が殆ど至る所のt ∈ (0, T )

に対して存在する. ここでTxµtはµtのxにおける概接平面である.

2. 定数CT > 0とベクトル値関数 v ∈ L2(0, T ; (L2(µt))
d)(一般化された速度ベクト

ル)が存在して

v(x, t) ⊥ Txµt for µ-a.e. (x, t) ∈ Ω× (0, T ),∣∣∣ ∫ T

0

∫
Ω

(ηt +∇η · v) dµtdt
∣∣∣ ≤ C∥η∥∞, ∀ η ∈ C1

c (Ω× (0, T )) (3)

が成り立つ.

d = 2, 3, q ∈ (2,∞), p ∈ [ 2d
d+1

,∞)∩ ( dq
2(q−1)

,∞), Ψδ ∈ C∞
c (Bδ(0))をデルタ列, {δi}∞i=1,

{Ti}∞i=1をそれぞれ δi → 0, Ti → ∞を満たす正の点列とする. g ∈ Lq
loc([0,∞);W 1,p(Ω))

に対して, 正の点列 {εi}∞i=1を εi → 0, supΩ×[0,Ti]
|∇gεi | ≤ ε−γ

i が成り立つように選ぶ.

ここで gεi := Ψδi ∗ gである. この決め方から

gεi → g in Lq
loc([0,∞);W 1,p(Ω))

を得る. φεiを, ε = εi, T = Tiとしたときの (2)の解とする. σ :=
∫ 1

−1

√
2W (s) dsとし,

Ω上のRadon測度µεi
t を

µεi
t (ϕ) :=

1

σ

∫
Ω

ϕ(x)
(εi|∇φεi(x, t)|2

2
+
W (φεi(x, t))

εi

)
dx, ϕ ∈ Cc(Ω)

で定める.

定理 3 ([3]参照). d = 2, 3, q ∈ (2,∞), p ∈ [ 2d
d+1

,∞)∩( dq
2(q−1)

,∞), g ∈ Lq
loc([0,∞);W 1,p(Ω))

とする. U0 ⊂ Ωを, C1級の境界M0を持つ開集合とする. このとき, 関数列 {φεi
0 }∞i=1が

存在し, φεi
0 を初期値とする (2)の解φεi及びφεiによって定義されるµεi

t について以下が
成り立つ:

1. 部分列{εij}∞j=1, (d− 1)-integralなRadon測度の族{µt}t∈[0,∞)が存在して∫
Ω

ϕ dµ
εij
t →

∫
Ω

ϕ dµt, ∀ϕ ∈ Cc(Ω), ∀ t ≥ 0, µ0 = Hd−1⌊M0 .

2. ベクトル値関数 g̃ ∈ L2
loc(0,∞; (L2(µt))

d)が存在して, {µt}t∈(0,∞)は一般化された
速度ベクトル

v(x, t) = h(x, t) + g̃(x, t)

を持つ L2-flow である. さらに, spt g̃ ⊂ ∂∗{(x, t) |ψ(x, t) = 1} かつ関数 θ :

∂∗{(x, t) |ψ(x, t) = 1} → Nが存在して

g̃ =
1

θ
gn Hd-a.e. on ∂∗{(x, t) |ψ(x, t) = 1},

が成り立つ. ここでψ = limj→∞ φεij , n(·, t)は ∂∗{ψ(·, t) = 1}の内向き単位法線
ベクトルである.



注意 4. 仮定 p ∈ ( dq
2(q−1)

,∞)は以下の意味で自然である: λ > 0とし, x̃ =
x

λ
, t̃ =

t

λ2
に

よる, 放物型方程式に対する通常のリスケーリングを考える. gはMtの速度に対応して

いることと,
x̃

t̃
= λ

x

t
より g̃(x̃, t̃) = λg(x, t)と定める.

(∫ ∞

0

(∫
Rd

|∇g|pdx
) q

p
dt
) 1

q
= λ

d
p
+ 2

q
−2
(∫ ∞

0

(∫
Rd

|∇x̃g̃|pdx̃
) q

p
dt̃
) 1

q

であることから, d
p
+ 2

q
− 2 < 0, 即ちp ∈ ( dq

2(q−1)
,∞)のとき, 外力項は (1)の摂動とみな

せる. 移流項付き平均曲率流 v = h + u⊥に対しては [4]で同様の結果を得ているが, 証
明の鍵となっている |∇rε|の評価の方法が異なる.

4. Key lemma

|∇φε| ̸= 0のとき, vε :=
−φε

t

|∇φε|
∇φε

|∇φε|とおく. これはM ε
t の速度ベクトルの近似になってい

る. supε∈(0,1)(µ
ε
0(Ω) + ∥gε∥Lq((0,T );W 1,p(Ω))) ≤ Dを満たすD > 0 が存在すると仮定する

と, T,Dのみに依存するC,C ′ > 0が存在して, 任意のη ∈ C1
c (Ω× (0, T ))に対し以下が

成り立つ: ∣∣∣ ∫ T

0

∫
{|∇φε|̸=0}

(ηt +∇η · vε) dµε
tdt

∣∣∣
≤C∥η∥∞ + C ′∥∇η∥∞

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣ε|∇φε|2

2
− W (φε)

ε

∣∣∣∣ dxdt.
よって, (3)を示すには ∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣ε|∇φε|2

2
− W (φε)

ε

∣∣∣∣ dxdt→ 0 (4)

を示す必要がある.この証明には, 以下の補題を用いる.

補題 5. (2)の解φεに対し, maxx∈Ω |φε
0(x)| < 1, maxx∈Ω |∇rε(x, 0)| ≤ 1とする. このと

き, maxx∈Ω,t∈[0,T ] |∇rε(x, t)| ≤ 1が成り立つ.

注意 6. |∇rε| ≤ 1と ε|∇φε|2
2

− W (φε)
ε

≤ 0が同値であることから, 補題 5が (4)の証明に
有用であることが分かる. 補題 5は, Ilmanen [2]で得られたものを g ̸≡ 0の場合に一般
化したものであり, 証明には関数wε = |∇rε|2 − 1に対する最大値原理を用いる.
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